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摘要 
 

本文提出了在能导致双轴弯曲和轴力的往复荷载下，钢筋混凝土构件分析中

的一个可靠和高计算效率的梁-柱有限元模型。单元被离散成纵向钢筋和混凝土

纤维，这样截面的力-变形关系可由纤维应力-应变关系积分推导出来。目前单元

的非线性性能均由钢筋和混凝土纤维的非线性应力-应变关系推到得到。 

我们提出的梁-柱单元基于小变形和平截面假设。单元的列式由混合法建立：

用插值函数表示的单元内部应力分布满足平衡，是列式的出发点。在混合法的概

念上可以看出，通过对单元变形场基于柔度的形函数的选择，最后可以得出足够

简化的方程。通过这一特殊的变形形函数的选择，通常的混合法可以缩减为特殊

情况的柔度法（flexibility method）。但是，混合法列式在理解确定单元的状

态这一过程很有用。 

在梁-柱单元的刚度阵和抵抗力计算中，引入了特殊的基于柔度的状态确定

（state determination）的算法。所提出的单元状态确定的非线性算法是很平

常的方法，并可以在任何截面的非线性力-变形关系中应用。该算法使用了迭代

法，可以收敛到满足材料本构关系的一个状态，误差不超过规定的限值。在单元

迭代过程中，通过假设的力和变形的插值函数，单元的平衡和协调性能严格的满

足。我们提出的方法被证实有稳定和强劲的计算性，比如应变强化、颈缩以及在

节点和单元往复荷载下的软化。 

本文还介绍了在单元荷载下基于柔度法的梁有限元模型。该方法是确定单元

状态算法的自然延伸，并以在单元荷载下内力分布精确为前提。相应的单元端部

固端力由确定单元状态的迭代过程来决定。 

通过对比对大量钢筋混凝土构建的试验结果和理论分析结果，可以体现出我

们所提出的模型描述钢筋混凝土构件滞回性能的能力。从一些参数的分析可以得

到单元控制截面的反应敏感程度，和所选的极限强度的准确性。 
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第一章 介绍 
1.1  概述 

在高烈度地震区结构设计寿命期间所预计发生的大震情况下，结构通常不能

只表现出弹性反应。当前的抗震设计规范指出结构仅在小震下表现弹性反应，并

应该能在中震到大震的不同烈度地震下产生不同程度的破坏。由地震激发的钢筋

混凝土结构的响应由多种因素决定，比如地震特征、地基条件和结构性质等。 
决定钢筋混凝土结构的结构性质是评估其地震响应的很重要的一步。通常，

这一评估包含初始刚度、极限承载能力、不同的整体和局部延性要求等参数。一

些情况下可能需要评估结构经历强震后的残余刚度和承载能力。一个完整的钢筋

混凝土结构的抗震设计评估通常需要非线性动力分析。由于真实结构的不同构件

之间的复杂相互作用，响应一开始直至结构失效的动力特征并不能从单一的按缩

小缩小的模型的动力试验得出。此外，此类试验的成本通常很大，大型试件尤甚。 
随着时间的发展，通过对周期往复荷载下结构的构件和减缩子组合

（reduced-sacle subassemblages）的静力试验，已经克服了以上的这些困难。这些

试验结果也用于滞回模型的发展和标准化过程，该模型使用有限的试验数据外推

出其他情况和完整结构的动力响应。在这些综合研究中发展出了一系列钢筋混凝

土结构非线性响应研究的模型。按照细化和复杂的程度可以把它们分成三个大

类： 
整体模型。结构非线性响应集中在选定的自由度中。比如，一个多层结构

的响应可以由每层仅有一个侧向自由度的系统表示。每个自由度有层间剪力-侧
移响应的滞回性能。这些模型可用在估计层间侧移和变形延性需求的初步设计阶

段。这类模型的精确预测整体位移的可靠性不强，也几乎不可能从有限自由度中

提取内部构建的受力情况。 
离散有限元模型。结构模型由相互相连的单元组成，这些单元能描述钢筋

混凝土构件的滞回性能。在平均意义上的单元层次上和截面层次上都引入了非线

性本构。相应的，有两种单元列式方法：（a）集聚非线性法; （b）分布非线性单

元模型。 
 
微观有限元模型。构件和节点被离散成大量的有限元。本构和几何非线性

通常在应力应变层次描述或在有限区域中平均化。包含钢筋和混凝土的粘接退

化、裂缝处的相互摩擦、徐变、松弛、热力现象和几何非连续裂缝等物理非线性

问题可以通过这类模型研究。 
当前研究主要是第二类模型。离散有限元模型很好的兼顾了非线性抗震研究

的简洁性和精确性，并呈现出了简单而又能足够深入的研究构件和整体结构的地

震响应的特点。整体模型基于太过粗糙的近似，并不能提供结构的力、变形和损

害分布的足够的信息。而微观有限元法则局限于关键部位的研究，因为这些模型

受制于大型非线性动力分析中的昂贵的计算费用，比如一个简单的框架模型就涉

及到大量的自由度。在陈述本文所提出的梁-柱有限元之前，我们纵览了目前存

在的离散模型。 
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1.2  有限元法的文献概况 
下面回顾一下已有的有关钢筋混凝土框架结构的非线性地震响应的分析方

法。我们已经持续多年不遗余力的研究这些结构响应的非弹性部分的建模和分

析，本文也汇总了这一研究当前的发展情况。按时间顺序先介绍集中塑性模型再

介绍分布非线性模型。同样，也回顾了刚度法和柔度法以及它们在钢筋混凝土构

件分析中的适用性。最后，详细的阐述了把截面划分成纤维的分布非线性模型，

因为其更佳的性能和与本文所讨论的梁-柱模型更相关。 
 

1.2.1 集聚模型 
在地震作用激发下，钢筋混凝土框架的非弹性行为通常集中在梁柱的端部，

因此，早期对这一行为的建模是假设构件端部为非线性弹簧形式的零长度塑性

铰。根据列式的方法，这些模型的多个弹簧通过串联或并联连接。 

图 1.1-简单的集中塑性模型 
A） Clough and Johnston 模型 

B） Giberson 模型 
如图 1.1a 所示，最早由 Clough 和 Johnston 提出的并联弹簧单元考虑到了双

线性弯矩-转角关系：单元由两个并联的单元组成，用理想弹塑性来表示屈服而

用完全弹性表示应力增强。构件的刚度阵由单元刚度阵叠加得到。考虑到钢筋混

凝土构件裂缝的影响，Takizawa（1976）把这个模型归结为单调多重线性模型。

尽管该模型据说早已开始应用，由 Giberson（1976）正式提出该模型。图 1.1b
所示的模型的原本形式，由具有连接每个固端的等效非线性旋转弹簧的线弹性单
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元组成，单元的非线性变形集中在端部的弹簧。这个模型比之最初的 Clough 模

型更为通用，因为它可以通过适当的选择端部弹簧的弯矩-转角关系，来描述更

复杂的滞回性能。由于钢筋混凝土构件的滞回性能更多由实验观察得出，所以该

模型更具有吸引力。 
图 1.2 显示了一些最近提出的集中塑性本构模型，这些模型包括在弯剪下的

周期性刚度退化（Clough angd Benuska 1966，Takeda et al. 1970,Brancaleoni et al. 
1983）,往复荷载下的颈缩（Banon et al,1981 Brancaleoni et al/1983）和由与钢筋

拔出的梁柱节点表面的固端旋转（Otani 1974,Filippou andIssa 1988）。通常忽略轴

向弯曲的耦合影响。 从 Ozdemir 的 basic endochronic theory formulation 中总结出

本构的非线性率，来表示非线性弹簧的连续滞回关系。Iwan（1987）深入研究了

适用与这些模型的数学函数。具有争议的是如何选取能代表钢筋混凝土构建试验

滞回性能的参数，因而产生两个基本问题：（a）模型的参数不仅只由截面参数确

定，也受荷载和变形时程的影响，因而限制了该方法的推广；（b）一个一致而又

合理的模型参数选择需要特殊的算法，来保证它是分析结果和实验数据的最小二

乘拟合。在选择Brancaleoni等人提出的弯矩-曲率关系的参数用到的 formal system 
identification method 中，Ciampi 和 Nicoletti（1986）用到了这种算法。 

在梁-柱和结构墙的建模中，明确包含了单轴或双轴弯曲条件下需要轴向荷

载时的抗弯强度。在大多集中塑性模型中，轴力-弯矩相互作用由应力合力下表

面屈服和遵循经典塑性理论（Prager and Hodge 1951）原则的相关流动法则（Flow 
rule）来描述。在端荷载作用下，单元弯曲和轴向刚度相互独立不耦合，所以响

应假设应力状态是线性的，处于屈服面以内。通过多重屈服（multiple yield）、荷

载表面和响应的强化原则的引入，Takayanagi 和 Schnobrich（1979）最先提出，

弹簧可以由包含裂缝和周期刚度折减的多重线性本构模型表示。 
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图 1.2-建议的非线性弹簧的本构模型 
集中（集聚）模型是对真实反应的简化，涉及到单元内的非弹性变形的缓慢

扩散这一荷载作用时间的函数。这一模型的不足在很多相关的研究中凸现出来，

特别是在由 Charney and Bertero（1982）and Bertero 等（1984）描述的有关框架

剪力墙结构的大型抗弯构件中。集中模型基本的特点在于它的简单性，减少了存

储要求和计算成本，并改进了计算的数值稳定性。然而，大多数集中模型过分的

简化了钢筋混凝土构件的滞回性能等重要信息，因而应用并不广泛。在对决定弹

簧参数的预先假设的约束中，可以看出其局限性的一个例子。由 Abagnostopoulos
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（1981）提出的单调荷载下梁的参数和理论研究，指出模型参数和施加的荷载模

式以及非弹性变形的程度严重关联，在动力反应中没有参数因子保持不变。由于

这样的时程关联，整体的破坏预测，特别是局部水平的预测，可能并不准确。这

些信息仅能通过更加细化的能表述与轴向荷载成函数关系的截面滞回性能的模

型来获得。集中模型另一个通病是它们不能充分描述钢筋混凝土构件的变形软化

性能。这种变形软化可以通过受轴向荷载的悬臂梁在端部位侧向变形的增加下抗

侧力的退化观察到。所以这里需要更佳高级的模型 
Prager 等(1951)归纳的钢筋混凝土柱应力应变相关变量的刚塑性理论（rigid 

plastic theory），比如弯矩和旋转，轴力和拉伸，也限制了这些模型在详细描述的

关键区域的非弹性大变形能力的构件中的应用。对于钢筋混凝土柱截面，应力导

致的屈服面是与相应的唯一分量耦合的应力的函数。这与并不考虑变形软化和假

设截面变形能力没有限制的几点塑性理论相矛盾。 
为改进经典塑性理论在描述轴力和弯矩相互作用时的一些缺陷，Lai 等

（1984）提出了纤维绞模型，包括延伸至钢筋混凝土单元通长的线性弹性单元并

在在每端有一个非弹性单元，如图 1.3 所示。每个非弹性单元由每个截面的非弹

性弹簧组成，表示了纵向钢筋和仅在受压时有效的核心混凝土弹簧。端截面用 5
个弹簧离散，可以模拟钢筋混凝土构件在比经典塑性理论的情况下更平常的轴力

-双轴弯矩相互作用。在 Lai 的模型中，有效钢筋弹簧的力-变形关系遵循 Takeda
的模型，但决定性能的参数由平衡关系得出。 

 

图 1.3-Lai 的模型：双轴弯曲和轴力作用下钢筋混凝土梁-柱的退化非弹性单

元 
（A）框架中的单元（B）单元模型（C）非弹性单元 

 
1.2.2 分布非线性模型 

对于钢筋混凝土构件一个更精确的描述是用分布非线性模型。与积聚塑性模

型相比，任意单元截面都可以定义材料非线性，且单元响应由截面响应的加权积
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分推导出。实际上，由于单元积分采用数值方法，所以只需考虑所选截面积分点

的响应即可。相应的，作为单元主要未知量的单元变形或单元内力通过单元整体

变形或力的合适的插值函数得出。离散的裂缝用涂抹掉有限长度的方法处理而不

用精确的去考虑。横截面的本构特征通过 2 种方法来列式：a 依据经典塑性理论

的应力或应变合力，b 由把横截面离散成纤维的精确推导，比如扩散塑性纤维模

型。这些模型通常有平截面假定，这样沿着横截面应变是线性的。 
早期的梁-柱模型忽视了轴力和弯矩的耦合作用，其通常何以看做两个悬臂

梁在单元的反弯点相连，如图 1.4 显示了 Otani（1974）提出的模型。在推导悬臂

梁的刚度时，无力矩端部变形和无力矩端部旋转采用了独立的滞回性能

（hysteresis rule）。为克服单元列式中的数值计算困难，比如非对称的刚度阵，

Otani 假设非弹性变形集中在单元端部的等效弹簧上，这样的假设造成了该模型

不具备一般性。Otani 模型的整体响应通过两个悬臂梁的曲率积分得出。这一类

模型的局限性在于假设单元的反弯点是固定的。 

 
图 1.4-Otani 模型：A）弯矩分布 B）单元变形 C）等效非弹性弹簧 
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由 Soleimani 等人提出的模型中，非弹性变形区域是荷载时程的函数，缓慢

的从梁-柱单元的表面扩散至内部。梁的剩余部分仍保持弹性。梁-柱交界处的固

端旋转通过单元端部植入点绞（point hinge）进行建模。这与端截面响应的曲率

相关，其中有效长度系数在响应时程中保持不变。Meyer 等提出了非常类似的模

型。在重新加载时，计算塑性区刚度的方法稍有不同，它使用 Takeda 模型来描

述滞回的弯矩-曲率关系，其并未考虑固端的旋转。原始模型后来被 Roufaiel and 
Meyer（1987）延伸至包含了基于一组经验条理（rules）的弯曲滞回性能的剪力

和轴力影响。其中并未考虑由于倾覆力矩导致轴力的变化。Darvall and Mendis
（1985）提出了一个类似但更简单的模型，它通过 3 重线性的弯矩-曲率关系来

定义端部非弹性变形，这样端部绞可以保持完全塑性或显著塑性的软化或强化。

完全塑性铰集中在一个点，而软化或强化绞由用户定义为有限的、固定的长度，

通常假设为 0.75-1d，其中 d 是横截面的有效高度。 
Takayanagi and Schnobrich（1979）建议把单元划分为有限个短的纵向单元，

每个都由非线性旋转弹簧表示。图 1.5 显示了该模型。每一个纵向单元的性质由

其中点的弯矩确定并假设在整个纵向单元上保持不变。可以通过静态凝聚来使该

多弹簧模型变为单个的梁-柱单元。尽管单元非线性响应最终积聚在端部弹簧上，

这种单元还是属于分布非线性单元，因为它考虑了沿单元通长的非弹性变形。多

弹簧模型最先在双肢剪力墙的的地震响应研究中用到，其中显示了轴力的明显变

化。为考虑轴力和弯矩的相互作用，旋转弹簧引入了三维有限面的概念。 
Filippou and Issa（1988）同样把单元划分为不同的子单元，不过方法不同。

每个子单元描述一个单独的效应，比如受弯导致的非弹性响应，界面处的剪切响

应或梁柱节点处的粘接滑移响应，这些响应的相互影响通过子单元的组合来实

现。该方法使得独立子单元的滞回性能更简单，但整个单元仍然可以通过不同子

单元的相互作用而呈现出复杂的滞回性能。 
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图 1.5 Takayanagi and Schnobrich 多弹簧模型 
（A）单元模型 
（B）弯矩图 

（C）截面刚度分布 
最早的分布非线性单元使用 3 次 Hermit 多项式的经典刚度法来估算沿着单

元的变形。通常的具有轴向和弯曲自由度的三维单元在图 1.6 的局部参考系统中

描述，图 1.7 显示了无刚体位移模式单元。对于所有单元扭转自由度假设为显著

的线弹性并且不与轴向和弯曲自由度耦合，这样在接下来的描述中可以忽略。简

洁起见，我们只讨论关于 Z 轴的单轴弯曲情况，因为它直接可以延伸到双轴的情

况。具有刚体位移模式的单元节点位移用q 表示，无刚体位移模式的单元用 q 表

示： 
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如果 x 表示单元的纵轴，则横向位移  v x 和轴向位移  u x 可以得出; 

( )
d( ) a ( ) q

( ) d

u x
x x

v x

 
  
 

         (1.3) 

其中 a ( )d x 是包含横向位移的 3 次差值函数和轴向位移线性插值函数的矩阵 

 
以上的插值函数可以容易的延伸至双轴弯曲的情况。 
通过虚功原理推导梁和梁-柱单元的刚度矩阵中，问题的广义变形是轴向应

变  x 和关于 z 轴的曲率  z x 。在小变形和平截面假设下，截面变形  d x 与

节点位移相关： 

 

其中  a x 从位移差值函数依据下式得到： 

 

用虚功原理或最小势能原理刚度阵K 由截面刚度  k x 积分得出： 

 

其中截面刚度  k x 与截面力  D x 通过相应的变形  d x 联系起来： 
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图 1.6 局部参考系中具有刚体位移模式的梁单元 

 

图 1.7  局部参考系中无刚体位移模式的梁单元 

截面力是此问题的广义应力，比如，截面 x 的轴力  N x 和弯矩  zM x 。因
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此： 

 

用虚功原理也可以积分截面抵抗力  rD x 得出单元抵抗力  rQ x ： 

 

在诸多模型中，Hellesland and Scordelis（1981）and Mari and Scordelis(1984)
提出了基于上述经典有限元位移法的单元模型。Bazant and Bhat（1977）通过基

于 endochronic 理论的多轴本构原理使列式延伸至包含剪切的影响。在这一模型

中，截面被分为水平层，但通过层内正应力和剪力的相互作用推导出每一层允许

发生不同角度的裂缝。 
基于刚度法的单元模型的主要缺点是不能描述单元接近其极限强度和应变

软化开始后的响应，因为它受下述详细讨论的数值不稳定问题的影响。 
由于采用 3 次 Hermit 插值函数不能很好的描述端部屈服单元的曲率分布，

作为基本未知量截面变形和截面柔度组合估算得出了改进的表示内部变形的计

算法。Menegotto and Pinto（1977）基于截面测量得出的值对两者（截面变形和

截面柔度）进行插值并包含了轴力弯矩相互作用。截面柔度在所测截面之间被假

设为线性变化，等效于刚度双曲变化。这一精确的改进使该方法的计算性具有吸

引力，因为只需测量少数截面，因此，对于同等程度的离散，该模型需要计算并

存储的变量数就比刚度模型要少。 
通过引入不同的变形差值函数，该模型的精度被更深一步的改进。经典位移

法的一个主要局限在于假设的 3 次插值函数，会导致单元的线性曲率分布。这一

假设在线性或近似线性的响应下可以得出满意的结果，但钢筋混凝土构件端部产

生明显的屈服时，曲率的分布在非弹性区域变为显著非线性。这要求基于刚度的

单元非弹性区域中使用非常细化的离散。Mahasuverachai（1982）首次提出使用

基于柔度的形函数，其随着构件逐渐达到非弹性变形的过程而不断改变。在他的

论文中估算变形增量而不是总的变形。截面变形增量记为： 

 

其中 表示相应向量的增量。然而这一新的列式法却促进了管道单元

（pipeline element）的发展，因为其非线性主要由集合性而非材料性质产生。 
为研发更加强大和可靠的钢筋混凝土框架单元，最近的研究已经有两种方

法并行：第一，偏离最初的经典刚度法，研究者把注意力聚焦在基于柔度的形函

数的研究，并且当前基于柔度的列式已能更加精确的描述但愿内部的应力分布。

第二，单元被细分为纵向纤维，其有两个固有的优点：a）钢筋混凝土截面是通

过纤维的单轴应力应变性能和空间作用推导出的，比如被横向钢筋约束的混凝土
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可以归入单轴应力应变关系；b）弯矩和州立的相互作用可以合理的描述。 
柔度法基于单元内的应力差值函数，通常来讲，单元的分析并未考虑刚体

位移模式。这种情况下旋杆的端部旋转和轴向变形的微分是单元的广义变形，或

者简单的说，即使单元的变形。未考虑刚体位移模式的单元力和变形在图 1.7 中

显示。在小变形和小位移的假设下，单元变形 q 与单远位移q 在协调矩阵中联

系起来。在单轴弯曲情况下未考虑刚体位移模式的单元力向量是： 

 

通常假设单元内部分布的弯矩是线性的，其轴力分布是不变的。用向量表

示记为： 

 

其中 ( )b x 是包含力差值函数的矩阵。 

 
应用虚功原理可导出单元柔度： 

 

其中 ( )f x 是截面柔度阵，比如： 

 
这一列式法的好处可从以下的理解得出，在不考虑单元状态的情况下，只

要尚未加载，等式（1.13）和（1.14）严格满足单元的平衡方程。换句话说，不

管材料的非线性在截面层面产生或是单元在超过其极限强度时开始发生软化，假

设的内力分布都是精确的。 
基于柔度法的单元一个关键的问题是对已经存在的有限元程序中进行插

值。计算机程序通常以刚度法分析作为基础，这种情况下在指定的荷载下平衡方

程整体坐标的解得出未知的结构位移。在单元位移从结构位移中得出之后，才开

始进行单元状态分析。在这一过程中，需要在给出的单元为一中决定抵抗力和刚

度阵。在基于柔度的单元中，单元状态分析需要特殊的方法，因为单元抵抗力并



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

不能通过式（1.10）指出的截面抵抗力插值得到。在确定基于柔度的单元状态时

Ciampi and Carlesimo（1986）提出了一个有趣的方法，其模型的截面弯矩-曲率

关系基于 endochronic 理论（Brancaleoni 等 1983 提出）。单元状态分析依据由于

截面本构关系的数值积分导致的残余变形。后一个模型并未考虑轴力和弯矩的相

互作用。 
 
1.2.3 纤维模型 

目前钢筋混凝土构件非线性分析最为理想的模型是基于柔度的纤维单元。

这一类模型中单元被细分为纵向纤维，如图 1.8 所示。纤维的几何特性即是在局

部坐标 y，z 平面的位置和纤维区域 ifibA 。截面的本构关系并不特别明显，但可

以通过纤维响应的积分推导出来，纤维的响应满足特定材料的单轴应力应变关

系，如图 1.8 所示。The elements proposed to date 限制在小位移和变形并有平截

面假设。 

 
图 1.8 纤维单元：控制截面的分布和截面被划分为纤维 

在基于柔度的纤维单元列式中出现两个新的问题：a）单元状态的确定，牵

涉到给定单元位移下抵抗力的确定，b）截面柔度 ( )f x 的确定，在依据式（1.15）

计算单元柔度 F 是需要用到。 

基于柔度的模型的基本假设是，式（1.13）通过差值函数 ( )b x 表示的单元

内力分布。在一贯的判断状态的方法中，截面力由式（1.13）的单元力来决定，

再通过平衡关系计算相应的纤维应力。纤维应变和柔度从纤维应力应变关系和截
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面变形计算，而截面柔度通过虚力原理计算。但是，如果截面有多个纤维。从截

面力推导纤维应力则是静不定问题：纤维应力不能由截面的轴力和弯矩完全确

定，因为单轴情况下只能提供两个平衡方程却有 3 个或更多的未知应力。一个可

能的解决办法是假设截面的应力分布情况，但问题是，这只能在知道纤维状态之

后做出假设，因为纤维应力应变关系通常由应变显函数表达。模型采用的解决办

法是使截面本构关系线性化，然后通过新的截面力结算截面变形，并得出截面柔

度。纤维应力和刚度通过纤维应力应变关系得出。截面抵抗力由纤维应力分布计

算，截面刚度 ( )k x 由纤维刚度组装得出。单轴弯曲下 ( )k x 如下表： 

 

截面刚度反过来可以得出截面柔度
1f ( ) k ( )x x 。新的单元柔度 F由式

（1.15）计算，反过来可以得到单元刚度
1K F 。余下的问题是从沿单元长度

的截面抵抗力来确定单元的抵抗力。目前，这事基于柔度的纤维单元发展所遇到

的主要问题。 
基于柔度的纤维模型首先由 Kaba and Mahin（1984）提出，它遵循上述柔

度法的纲要，单元的柔度矩阵使用式（1.14）中的力插值函数 ( )b x 求得。这一

模型仅考虑单轴受弯。在分线性分析的状态确定阶段，通过式（1.11）中基于柔

度的变形的形函数，截面的变形由单元变形计算得出。由于截面的非线性响应，

( ),f x F 以及随之产生的 ( )a x 随单元变形时程也发生变化。在平截面假定下，

用截面变形来确定纤维应变，相应的纤维应力和刚度可以通过纤维应力应变关系

得出。之后的截面刚度 ( )k x 和相应抵抗力 ( )RD x 通过截面虚功原理确定。截

面刚度反过来可以得出截面柔度 ( )f x 。最终，式（1.15）得出了单元柔度矩阵

F ，单元抵抗力增量 ( )RQ x 用虚功原理得出： 

 
在单元长度的积分是因为单元在纵向被细分为等距的小段，并假设每一小

段内柔度线性分布。这一模型可以得出很好的结果，但受收敛性的影响，并且不

能描述单元的软化。实际的单元列式采用混合法，因为它同时使用了变形和力的

插值函数。很不幸的，该单元缺乏理论证实并包含一些引起数值问题的矛盾。第

一个矛盾出现在的单元柔度的确定中，这里考虑协调性并采用虚力原理，而单元
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抵抗力的确定却考虑平衡和虚位移原理。第二个矛盾是，在状态确定过程中违背

的单元内的平衡，因为截面抵抗力 ( )RD x 的分布并不满足式（1.13）的平衡条

件。于是，得出的弯矩分布并非线性，轴力分布也不均匀，违背了力插值函数

( )b x 的要求。 

Zeris and Mahin（1988 and 1991）讨论了原始 Kaba-Mahin 模型的改进，并

延伸其包含了双轴受弯的情况。这一改进主要关注单元状态的确定。一旦主程序

得出了节点位移增量 q ，单元更新结果由以下几步组成：a）在单元端截面采

用式（1.11）来确定截面变形增量 d(0) 和 d( )L ；b）端部截面相应的弯矩

和轴力由 Zeris（1986）提出的修正的时时更新法（event-to-event advancement 
method）；c）单元内部截面的变形通过重复的方法以得到与单元假设的应力分布

相一致的截面抵抗力。 
如图 1.9 所示，Zeris and Mahin（1988）讨论了悬臂梁软化响应的一个有意

思的分析。当悬臂梁位移超过其界限抵抗位移时，悬臂梁的固端 1 截面失去承载

能力，并开始发生软化（进入苏塑性）。沿着悬臂梁高的 2-5 截面依次卸载，以

满足内力平衡。基于刚度的单元不能真实的描述单元的响应，是由于线性曲率分

布的假设。单元软化过程中，假设的曲率分布同实际的分布相异甚远，如图 1.9
所示，真实的分布在固端附近产生急剧的变化。此情况下柱子必须被细分为多个

单元，但仍会面临收敛性的问题。早期的柔度单元，比如 Kaba and Mahin 描述

的单元，同样不能正确的反应构建的软化效应，因为其并未要求单元的平衡。 
虽然 Zeris and Mahin 提出的单元有出色的效果，但单元状态确定的过程并

不清晰，并且是由修正的 Kaba-Mahin 模型而不是普通的理论推导出。 

 
图 1.9 软化悬臂梁模型的响应 
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（A）构件和荷载;(B)弯矩分布；（C）曲率分布；（D）弯矩-曲率关系 

1.3 目标和范围 
文献调查中特别关注了纤维梁-柱单元是因为它有把相对准确的截面响应

描述和简单的框架单元结合在一起的能力。纤维的单轴材料性能也包含了三维的

效果，比如被纵筋和箍筋约束的混凝土。弯矩和轴力的相互作用可以通过对纤维

单轴性质性能的积分得到。由于计算的复杂性，在抗震设计分析中一般忽略这一

作用。但最近的地震和研究表明，弯矩轴力的相互作用对钢筋混凝土构建的滞回

性能有影响，特别是对于框架角柱和双肢剪力墙体系的细墙。对于可能有较大局

部损伤或部分失去承载能力的钢筋混凝土结构的非线性动力分析中，Fiber 
models proposed to date 并不能提供一个清晰明了而又可靠的非线性算法。 

当前的研究提出了一个新的纤维梁-柱有限元，其一直的非线性求解算法特

别设和软化单元的高度非线性滞回性能的研究，比如钢筋混凝土柱受时变轴向荷

载。单元的列式属于混合法的范畴，但也同样能由柔度法得出，确定单元的状态

使用非线性迭代算法，该算法在单元内满足平衡和协调，并最终收敛到一个满足

特定极限的截面本构关系的状态。 
这一研究的主要目的： 
  对 梁 - 柱 单 元 的 列 式 提 出 一 个 正 式 的 混 合 法 ， 使 用 力 差 值                

函数和依据柔度变形的型函数； 
  对基于柔度的梁-柱单元提出一个创新和数值稳定的状态确定方法。该

算法从给出的单元内满足平衡和协调的单元列式使用迭代法来计算抵抗力。虽然

该方法在纤维梁-柱模型中被讨论到，它仍能应用在截面的任意非线性本构关系

中。 
 在多功能分析程序中，讨论单元插值的重要数值问题，着重研究与决定

单元状态的方法的插值问题相关的方面。 
 使单元列式包含单元荷载。这一非常重要的问题目前在钢筋混凝土抗震

研究中还缺乏关注。它与提出的预应力混凝土结构模型密切相关。 
 用一系列例子来阐述所提出的模型对钢筋混凝土构件的滞回性能的描述

能力。响应对单元内控制界面的数量的敏感性和选择的强度对结构精确性的影

响，通过一些参数的研究加以讨论。 
这一章回顾了以前相关的研究，第二章将介绍梁-柱单元的混合列式法，并

阐述提出的确定单元状态的非线性求解算；第三章延伸至纤维梁-柱单元的列式，

并讨论纤维非线性应力应变关系的材料模型；第四章讨论对有关于非线性求解算

法的数值插值的问题以及相关的收敛标准，还讨论了在基于柔度的有限元中采用

单元荷载的一贯方法。在第五章开头，反应对单元内控制截面数量的敏感性和选

择的强度对结构精确性的影响通过一些参数的研究进行谈论。提出的模型的有效

性用对比分析结果和实验结果来确定。第六章提出本文的结论和未来研究的方

向。 
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第二章    梁-柱单元的列式 
2.1 概述 

本章陈述了基于柔度法的梁-柱有限元的常规列式。使用混合法的更加常规

的陈述有两个原因：（a）此方法能更好的阐述非线性分析算法中的状态确定过程，

（b）此法可以直接得出单元基于柔度的变形形函数，使得常规的混合法简化为

本文采用的柔度法。另外，混合法的通用性使得今后替代变形形函数的研究称为

可能。 
为保证陈述的通常性，力-变形关系在截面层次上并未特殊化。特殊化将在

下一章讨论，届时截面的力-变形关系通过正截面的纤维离散化得出。Spacone
等（1992）采用了一个不同的使用经典塑性理论的方法来推导出截面力-变形关

系的滞回模型。 
我们提出的梁-柱单元在荷载时程中满足小变形和平截面假设。单元的列式

有混合法得出：单元内的应力分布使用满足平衡的插值函数是列式的基本出发

点。在混合法的概念中，可以看出单元变形场中对基于柔度的型函数的选择可以

使得最后的方程得到很大的简化。通过这一特殊的变形形函数的选择，常规的混

合法可以简化为柔度法的特殊情况。但混合法列式在理解确定单元状态所提出的

方法时仍旧十分有用。 
我们提出的列式法相比以前的模型有一下这些优点： 
 单元满足平衡和协调：通过力插值函数的选择使得满足平衡，而通过对

截面变形的积分来得到相应单元的变形和位移，从而满足协调。用迭代法来满足

在特定强度下截面力-变形的非线性关系。 
 钢筋混凝土构件的软化效应，比如配筋不够或是轴力太大所引起的，数

值计算上并不会遇见困难。 
本章的第一部分，在定义完广义单元力和对应的单元变形后，陈述了混合

法列式。第二部分着重塔伦了但愿状态确定过程和制定单元变形下单元抵抗力的

逐步计算法。这些推到均不需要特别的截面模型。特别的模型将在第三章讨论，

届时专门讨论纤维截面模型的非线性过程。 
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2.2 广义力和广义位移的定义 

 
图 2.1 单元和截面层面的广义力和广义位移 

图 2.1 描述了梁-柱有限元。参考坐标为单元的局部坐标系 xyz，其中 XYZ
表示整体坐标系。纵坐标 x 是各个截面形心的集合。接下来是力、位移和变形的

标注：力有大写字母表示而对应的变形或位移用同样的小写字母表示。细的字母

代表量的值，而粗体字母代表向量或矩阵。 
图 2.1 显示了单元对应变形时的力，并未包含刚体位移模式。因为列式基于

几何线性，所以刚体位移模式可以用简单的几何变化得到。单元有 5 个自由度：

一个轴向拉伸—— 5q ，每个端部节点的对用于轴的两个旋转自由度，

1, 3 2 4( )and( , )q q q q 。为清晰明了，接下来的讨论称它们为广义变形，或者单

元变形。 1Q 至 5Q 表示对应的广义力：一个轴力—— 5Q ，每个节点的两个弯矩

1Q ， 3Q 和， 2Q 4Q 。端部旋转和对应的弯矩在两个任意、正交的 yz 轴上。单

元的广义力和变形用下面的向量表示： 
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单 元 力 向 量      Q =        ( 2 . 1 )

单 元 变 形 向 量    =        ( 2 . 2 )

 

图 2.1 还显示了单元某个截面的广义力和变形。接卖弄变形通过 3 个合应变

表示：单元纵轴向的轴应变(x)和两个关于两个任意正交的 zy 轴的曲率 xz( )和

xy( )。对用的合力为轴力 ( )N x 和两个弯矩 ( )zM x 和 ( )yM x 。截面广义力和位移

用下面的向量表示： 

 
单元的列式可以容易的延伸至包含扭转自由度的情况，只要扭转自由度不

与目前这几个自由度耦合，并且属于线弹性的范围。当前的研究重点是图 2.1 中

所示的单元，其描述了双轴弯曲或轴力的任意往复荷载时程下框架单元的非线性

响应。 
 

2.3 梁-柱单元列式 
接下来使用混合有限元法对梁-柱单元进行列式。这一部并未考虑任何特殊

的插值函数。上面已经讨论过了，因为选择了基于柔度的变形形函数，混合法就

简化为柔度法。截面力-变形的非线性关系仍旧适用。下一章讨论在梁-柱单元正

截面的纤维离散时，力插值函数和截面力-变形关系被特殊化。 
为推导出但愿广义力和对应变形的矩阵关系，列式中用到的混合法使用了

平衡和截面力-变形关系的积分形式。为保持线性关系，截面力-变形关系在每一

时刻被线性化，而用迭代算法来满足制定强度下截面力-变形的非线性关系。 
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双场混合法（Zienkiewicz and Taylor1989）中，试用了独立的型函数来近似

单元的力场和变形场。用表示相应值的增量，两个场量记为： 

 

矩阵a x( )和b x( )是变形和力的插值矩阵。上标 i 表示 Newton-Raphson 迭代

的次数，当施加的荷载和内力满足平衡后才开始在结构自由度上迭代。有必要在

单元列式中使用上标，是由于变形插值函数的特殊形式——插值函数基于柔度。 
在混合法列式中先用到了平衡和截面力-变形关系的积分形式。把它们组合

起来可以得出单元力和变形增量之间的特殊关系。 
线性化截面力-变形关系的加权积分形式为： 

 

Zienkiewicz and Taylor（1989）讨论的截面力-变形关系出现在柔度形式中 

 

所以得出的柔度阵是对阵的。上标 i-1 表示 Newton-Raphson 迭代的第 i 步
使用了前一步迭代得出的截面柔度。把（2.5）和（2.6）带入（2.7）中得出： 

 

由于式（2.8）对任意δQT
成立，所以 

 
用方括号表示一下矩阵： 

 
其中 F 是单元柔度阵，T 是与插值函数矩阵相关的一个矩阵。用式（2.10）
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和（2.11），式（2.9）可以写作： 

 
或等效的 

 

这事显性化截面力-变形关系插值形式的矩阵表示法。 
下一步中两单元的平衡是满足的。在经典的双场混合法中，平衡方程的积

分形式通过虚位移原理得到： 

 

其中 Pi
是施加的与内力

1( ) ( )i iD x D x  平衡的荷载向量。式（2.5）

和（2.6）带入（2.14）得出： 

 

观察式（2.15）对任意的 qT 成立，所以 

 
如果用了式（2.11）介绍的表示法，式（2.16）可写为矩阵型式 

 
这就是单元平衡方程的积分形式。从新排列和组合是（2.12）和（2.17）得

出 

 

如果式（2.18）的第一个等式求出了 Qi ，带入第二式得到： 
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至今为止，并未强调力和变形形函数 ( )b x 和 ( )a x 的特殊选择。为使列式

保持一般性，下一章再讨论特殊情况的力插值函数 ( )b x 。尽管混合有限元法中

变形插值函数 ( )a x 与 ( )b x 完全相独立，式（2.11）说明特定的变形形函数 ( )a x

仍旧可以得出相当的简化。为使得列式简化，如下式 ( )a x 选用基于柔度的型函

数： 

 
这些插值函数使得截面变形与响应的单元变形相关联： 

 

1Fi
是前一步 Newton-Raphson 迭代的正切单元柔度矩阵。变形形函数的特

定选择使得是（2.11）中的矩阵 T 减缩为 3*3 的方阵 I。可以用是（2.20）带入

是（2.11）得证： 

 

通过这一变形形函数 ( )a x 的选择，是（2.19）变成 

 
同时这一选择使得一般的混合法减缩为柔度法。最终的矩阵方程式（2.23），

在单元层面表述了施加的非平衡力
1iP Q  和相应变形增量

iq 之间的线性化

关系。单元刚度阵记作  1
F


，以示由单元柔度阵的逆得来。式（2.23）的线性

方程组同经典刚度法得出的方程组在两个方面不同：（a）柔度法中单元刚度阵是

有单元柔度阵的逆得来，（b）非线性分析中的状态确定过程是不同的，接下来会

详细描述。 
虽然经典柔度法也能得出式（2.23）相同的线性方程组，以上的推导采用双

场混合法是由于以下原因：（a）混合法列式直接得出式（2.20）中基于柔度的变

形形函数 ( )a x 的具体形式，（b）它显示状态确定过程使用一致的插值，（c）它
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在未来的研究中更有空间进行变形形函数的改进。 

由于 ( )a x 与 ( )b x 并不相互独立，并随迭代过程而改变，如是（2.20）所

示，我们提出的方法与经典柔度法相关。另外，这一方法在截面本构关系为理想

线性时简化为刚度法。换而言之，两个场的非独立性并非是定义型函数时的固有

性质，但从截面力-变形关系的材料非线性中可以推导出来。 
 
 

2.4 状态确定 
当前大多数关于钢筋混凝土框架结构分析的研究是以刚度法推导出的有限

元模型作为基础的。近来的研究高度关注了基于柔度模型（Zeris and Mahin1988）
的优点，但仍不能给出一个简洁而又一致的给定单元变形下确定抵抗力的计算方

法。这一问题是在用虚功原理对有限元进行列式时出现的。当单元基于柔度时，

计算机程序的内核仍旧是直接刚度法的分析。这种情况下整体平衡方程的解得出

的是结构自由度的位移。在状态确定过程中，结构内所有的单元都要进行一一确

定。因为基于柔度的单元中，并没有与单元内的变形场和端部位移（或单元变形）

相关的变形型函数存在，所以这一过程（指前述的一一确定过程）并不直接，并

且目前在基于柔度的单元中并没有很好的发展。这一现实以在之前模型的数值插

值中引起混乱。本为对一致的状态确定过程的描述得益于双场混合法基本方程的

推导。 
结构非线性分析程序中，每一步的荷载对应于结构外力施加的荷载增量。

可以求出对应的结构位移增量并得出每个单元的单元变形。在给定单元变形下求

抵抗力的过程，称之为状态确定。状态确定过程由相互嵌套的两步组成：a）单

元状态确定，即给定端部变形下确定单元抵抗力；b）结构状态确定，即综合单

元抵抗力成一个结构抵抗力向量。然后比较抵抗力和施加的总荷载，如果有差别，

则在迭代计算过程中将其差值施加在结构上，直到外荷载和抵抗力之差小于允许

值。 
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图 2.2  结构、单元和截面层次的状态确定图示：k 表示荷载步次，i 表示

结构 Newton-Raphson 迭代，j 表示单元状态确定的迭代。 
当前的研究中非线性算法由三个明显嵌套的过程组成，如图 2.2。由角标 k

和 i 表示的两个最外面（outmost process）的过程涉及结构自由度和对应的经典

非线性分析法。由角标 j 表示的最里边的过程应用在每个单元内和对应的单元状
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态去定中。图 2.2 表示了结构、单元、截面状态在同一个荷载增量
k

EP 下的

发展，其中使用了多次 Newton-Raphson 迭代 i。 
总上述，以下定义对嵌套迭代的描述： 

k   表示施加荷载的第 k 步。外荷载通过一系列荷载增量
k

EP 施加。第

k 步时总外荷载是
1k k k

E E EP P P   ，其中 k=1，2…..n，
0 0EP  ； 

i    表示结构层面的 Newton-Raphson 迭代，比如结构状态确定过程。这

一迭代循环得出了对应荷载
k

EP 下的结构位移
kp ； 

j    表示单元层面的迭代，比如单元状态确定过程。在第 i 步

Newton-Raphson 迭代中，求对应于单元变形
iq 的单元抵抗力时，这一迭代循

环是必要的。 
在非线性分析程序中由下标 k 和 i 表示的过程很常见，不做更多的讨论。

另外，由 j 表示的迭代过程对于本为讨论的梁-柱单元列式来说很重要，所以会

详细介绍。应指出任何合适的非线性求解算法均可以使用在 i 表示的迭代过程。

本文中试用了 Newton-Raphson。对于 i 迭代循环这一方法的选取并不影响 j 迭代

循环，其目的是为确定给定单元变形下的单元抵抗力。 
基于刚度法分析的有限元中，截面变形值由变形插值函数对单元端部变形

插值得到。对应的截面抵抗力由截面力-变形关系得出。截面抵抗力在单元长度

上的权重界分得到单元抵抗力并完成单元状态确定的过程。 
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图 2.3 基于柔度单元的单元和截面状态确定：估算单元变形
iq 的单元抵

抗力
iQ  
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基于柔度的有限元中，第一步是使用上一步迭代最后的刚度阵确定当前单

元变形的单元抵抗力。力插值函数得出沿单元长度分布的力。第一个问题是从给

定截面力确定截面变形，因为非线性的截面力-变形关系通常由截面变形的显函

数表示。截面变化的刚度阵产生了一个新的单元刚度阵，反过来改变了给定单元

变形下的单元力，这事第二个问题。 
当前的研究采用一个特殊的非线性解法来解决这些问题。该法每次迭代均

求出残余单元变形。结构层面的变形协调要求修正这些残余变形，这通过在单元

层面上采用修正基于当前刚度阵的单元力完成。对应的截面力由力插值函数得

出，因此单元通长均能保持平衡。在截面状态确定过程中这些截面力保持不变，

以保证单元的平衡。相应的，对于当前状态下截面力-变形关系的线性估计会得

出残余截面变形。然后在单元长度上对残量进行积分，又得到新的单元残余变形，

重复该步骤，直至收敛。应着重指出的是，在该过程中，沿单元通长的单元变形

协调和平衡均一直满足。 
在图2.3中显示了单元状态确定的非线性求解过程的第 i步Newton-Raphson

迭代。图 2.3 中，j 循环的收敛通过三次迭代得到。图 2.2 和 2.3 中相同的记号即

下标的罗马字母，强调了结构、单元和截面相应状态的关系。 
在第 i 步 Newton-Raphson 迭代中，有必要计算当前单元变形下的单元抵抗

力： 

 
最后，在第 i 步 Newton-Raphson 迭代中引入由 j 表示的迭代过程。j=1 为第

一次迭代。单元的初始状态，如图 2.3 的 A 点和 j=0 所示，对应于（i-1）步

Newton-Raphson 迭代中 j 循环的最后一次迭代的结果。单元的初始正切刚度阵： 

 

已知的单元变形增量： 

 

对应的单元力增量为： 

 
截面力增量可以通过力插值函数得出： 

 
前一步 Newton-Raphson 迭代最后的截面柔度阵： 
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对截面力-变形关系的线性化，可以得到截面变形增量
1( )jd x ： 

 
对应于图 2.3 中 B 点的状态，截面变形更新为 

 

根据截面力-变形关系，为简单起见假设已知，截面变形
1( )jd x

对应

于抵抗力
1( )j

RD x
和一个心的正切柔度矩阵

1( )jf x
（图 2.3）。基于刚

度法的有限元中，截面抵抗力
1( )j

RD x
可以直接转换为单元抵抗力

1jQ 
，

因此严格意义上违背单元内的平衡。因为这样我们是不愿意看到的，所以本文提

出了一个新的非线性求解算法。此法先确定截面残余平衡力 

 

然后转换为残余截面变形
1( )jr x

 

 
残余截面变形是截面力-变形关系的线性化过程中变形线性预估所产生的

的误差值。任意合适的柔度矩阵均可以用来计算残余变形，但本文使用的正切柔

度矩阵可以得到最快的收敛。 
使用虚功原理，在单元长度上对残余截面变形进行积分倒到残余单元变形： 

 
此时相应迭代循环的第一次迭代 j=1 已经完成。j=1 时最终的单元和截面状

态如图 2.3 的 B 点所示。残余截面变形
1( )jr x

和残余单元变形
1js 
由第一

次迭代确定，但响应的变形向量并不变。反过来，它们作为 j 循环中余下步迭代
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的起点。残余单元变形
1js 
的存在违背了协调性，因为单元在共同节点处会有

不 同 的 位 移 。 为 保 持 单 元 交 汇 出 的 协 调 性 ， 单 元 端 部 必 须 施 加

11 1*j jF s
     的修正力，其中

1jF 
是最新的（updated）由(2.10)

截 面 柔 度 阵 的 积 分 得 出 的 单 元 正 切 柔 度 阵 。 相 应 的 力 增 量

11( )* jb x F
    被施加在所有控制截面，已得到一个大小为

11 1 1( )* ( )* *j j jf x b x F s
      的变形增量。因此，在第二步

迭代 j=2 中，单元和单元内的截面状态变化为如下：单元力变为： 

 
截面力和变形变为： 

 

第二步迭代 j=2 的最后，单元和单元内截面的状态对应于图 2.3 的 C 点。计

算所有截面新的正切柔度阵
2 ( )jf x

和新的残余截面变形 

 

对残余截面变形积分得到残余单元变形
2js 
，新的正切柔度阵

2jF 
通
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过式（2.10）对截面柔度矩阵
2 ( )jf x

积分得到。j 循环的第二次迭代完成。 

第三次和以后的迭代计算方法如出一辙。当达到选择的收敛标准时，即可

认为收敛，第 4 章将详述。对于 j 循环的总结可得到已知变形
iq 下的单元抵抗

力，如图 2.2 和 2.3 中的 D 点。接下来可以进行 Newton-Raohson 迭代过程的 i+1
步迭代。 

应指出的是，在 j 循环中，单元变形
iq 除在第一滴迭代 j=1 时外均不发生

变化，j=1 时增量
1j iq q   加在前一步 Newton-Raphson 迭代末尾的单

元变形
1iq 
上。这些变形增量由在 Newton-Raphson 迭代过程中施加在结构自

由度上的修正荷载
i

EP 产生。对于 j>1，只有在非线性求解收敛到对应单元变

形
iq 的单元抵抗力

iQ 时，单元力才会发生变化。如图 2.3 的 BCD 三点所示，

其表示了 j 循环中对应迭代末尾时刻的单元状态，三点在同一垂直线上，而单元

控制截面上对应的点并不是这样，如图 2.3 底部所示。这一特征保证了提出的非

线性求解法在单元端部满足唯一协调性。 
我们提出的非线性分析法有很多有点，单元的平衡总是严格的满足，因为

截面力是根据式（2.6）单元力的插值得到的。不光在单元端部，沿单元的长度

同样也满足协调性。石阶上，截面力的修正式中： 

 

满足等式（2.20）和（2.21）的后一部分，通过形函数 ( )a x 表达了截面

和单元变形之间的关系。然而残余截面变形
1( )jr x

并不严格满足协调条件。

可以通过对残余变形
1( )jr x

的积分来得到
1js 
，然后使用变形型函数

( )a x 来计算截面变形增量，即
1( ) ja x s  ，从而满足协调条件。然而，

由于这样做在计算性上来看很低效，本文计算残余截面变形
1( )jr x

过程中

出现很小的非协调性通常可以忽略。 
    当 j 循环中每一步迭代均在单元上满足协调和平衡时，如果在图 2.3 的

D 点能收敛，截面力-变形关系和接下来的单元力-变形关系仅仅在特定的范围内

满足。换而言之，如果保持单元的平衡和协调，在接下里的迭代中，单元力将达

到对应的单元变形的值。我们提出的非线性分析方法中的力-变形关系的近似法，

可以于对单元的平衡和协调条件的近似，特别是当考虑钢筋混凝土本构模型的定



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

义不确定时。 
 
 

2.5   非线性求解算法的小结 
前一步分介绍了确定单元状态的过程，下面对逐步计算法进行小结。小结

主要讨论在结构自由度上第 i 步迭代中的力，因为当前的研究的创新集中在确定

单元状态这一过程。余下的非线性解法这一部分都用成熟的方法，比如本文所用

的 Newton-Raphson 法。可以轻易实现求解法的更换，因为它可单元状态确定过

程是独立的。Newton-Raphson 迭代和整个结构非线性解法的关系在图 2.2 的顶部

表示出来，图 2.2 也显示了由下标的罗马字母表示的状态下，整个的求解算法和

单元状态确定过程之间的关系。图 2.3 详细显示了对于一个单元的单元状态确定

过程的发展，并与下面小结的第（4）和第（13）步相关。整个的求解算法的计

算流程图在图 2.4 中显示，图 2.5 显示了单元状态确定的计算流程图。 
第 i 步 Newton-Raphson 迭代归纳如下： 
（1） 求解整体坐标下方程的解，并得出最新的结构位移。 

在第 i步Newton-Raphson迭代中，用 i-1步迭代末尾的结构刚度阵
1i

sK 
计

算给定荷载增量
i

EP 下的结构位移增量
ip 。 
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图 2.4 结构状态确定流程图 
（2）计算单元变形增量并更新单元变形： 

使用矩阵 eleL ，它表示单元变形和单元位移的关系，则单元变形增量
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iq 为： 

 

注意到 eleL 是两个转换的组合：第一个转换是整体坐标系中单元位移 p

转换为单元局部参考坐标 q ，第一个转换是单元位移 q 通过消除刚体位移模式

转换为单元变形 q 。 

如 2.4 节中讨论的，显得单元变形
iq 直到第 i+1 步 Newton-Raphson 迭代

中才发生变化。非线性求解算法的余下步骤组成了单元状态确定过程，也就是得

出已知单元变形
iq 下的单元抵抗力。 

（3） 开始确定单元状态，对结构的所有单元进行循环。 
      用 j 循环确定每个单元的状态，第一次迭代的标志是 j=1. 
（4） 确定单元力增量。 

      单元力增量
jQ 由上一步 j 循环迭代末尾的单元刚度阵

1jK 

确定： 

 

当 j=1 时，
0 1iK K  和

1 iq q   ，其中 i-1 对应上一次

Newton-Raphson 迭代末尾的单元状态。当 j>1，
jq 为前一步迭代的残余单元

变形，在第（13）步中得出。 
（5） 更新单元力 

 

当 j=1 时，
0 1iQ Q  ，其中 i-1 对应上一次 Newton-Raphson 迭代末尾

的单元状态。 
（6） 确定截面力增量。第（6）至（11）步对所有单元控制截面（积分点）

实行。 

截面力增量 ( )jD x 用力插值函数 ( )b x 得出。相应的，更新了截面
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力 ( )D x 。 

 

（7） 确定截面变形增量。 

截面变形增量 ( )id x 是在截面力增量 ( )jD x 产生的变形增量

上，加上前一步迭代中的残余截面变形
1( )jr x

。截面力增量由 j 循环中前一

步迭代末尾的柔度矩阵
1( )jf x

得出。

 

当 j=1 时，
0 ( )r x 。 

（8） 确定截面的正切刚度和柔度矩阵。 

为简单起见，假设截面力-变形关系是已知的，更新正切刚度阵 ( )jk x 已

得到新的截面变形 ( )jd x 。刚度阵 ( )jk x 反过来就可以得到柔度阵

( )jf x 。 

 
（9）确定截面抵抗力 

确定截面抵抗力 ( )j
RD x ，用截面力-变形关系得出当前变形 ( )jd x 。 

（10）确定截面的非平衡力 

截面非平衡力 ( )j
UD x 为施加的力 ( )jD x 和抵抗力 ( )j

RD x 之差 

 

（11） 确定残余截面变形 
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截面非平衡里和心的截面柔度可以出刀残余截面变形 ( )jr x 。 

 
图 2.5 单元状态确定流程图：截面本构关系假设为已知。 



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

 
 
 

（12）确定单元柔度和刚度矩阵。 

对截面柔度阵 ( )jf x 积分得到单元柔度阵
jF 。反过来可得出刚度阵

jK 。 

 
（13） 检查单元收敛性 
（a）如果截面所有截面的非平衡力都足够的小，可以认为单元已收敛。然

后设定
i jQ Q 和

i jK K ，继续进行下一步。 

（b）如果某些截面并未收敛，残余单元变形
js 由残余截面变形 ( )jr x

的积分得到。 

 

然后 j 变为 j+1，j 循环中开始新的一次迭代。然后式（2.30）中的
jq 变

为
1jq  ，大小为

js  

 

然后重复（4）至（13）步直到单元所有截面满足收敛。 
（14）确定抵抗力和整体结构新的刚度阵 
当所有单元都已收敛，第 i 步 Newton-Raphson 迭代就完成了。组集更新的

结构抵抗力得到单元力向量 
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当 n 为结构中所有梁-柱单元的数量时，加下标 ele 表示集合符号。新的结

构刚度阵通过组集当前的单元刚度阵得到。 

 

此时结构抵抗力
i

RP 与总的施加的荷载比较。如果其差值——结构非平衡

力向量
i

UP 超出允许值，需进行第 i+1 步 Newton-Raphson 迭代。把
i

EP 替

换为
1i

E UP P   ，再重复（1）至（14）步，直至结构自由度处产生收

敛。 
图 2.4 和 2.5 呈现了整个非线性分析过程。图 2.4 纵览整个过程——嵌套几

个迭代循环，跟一贯的非线性分析并没有不同。算法的新特点在单元状态确定过

程中表现出来，如图 2.5 单独说明。因为式（2.39）和（2.41）中在单元上的积

分需要进行数值计算，图 2.5 介绍了对单元所有控制截面的附加的迭代循环。真

实的数值计算情况推迟到第 4 张介绍。 
为简洁期间，以上的非线性分析过程的前提是一个明了的截面变形关系。

下一章强调这一算发在纤维梁-柱单元中的实施，其截面力-变形关系并不显而易

见，不过可以从截面划分的纤维应力应变关系中推导出来。 
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第三章    钢筋混凝土纤维梁-柱单元 
 

3.1 综述 
前一章用柔度法对梁-柱单元进行列式。为简单期间，截面力-变心关系假设

为明了的已知，为使我们提出的方法具有一般性，并没有更多对本构模型进行深

入讨论。本章提出的方法专门针对由纵向纤维组成的梁-柱单元，其截面力-变形

关系可以通过对纤维的单轴应力应变关系进行积分得到。 
单元基于平截面假设，并且在变形过程中始终垂直于参考轴。这样可以得

到一个简单截面广义变形和纤维应变的几何关系。单元的非线性性质完全从非线

性纤维应力应变关系（材料非线性）中得出。单元列式以常规的混合法为基础，

如前一章所述。变形插值矩阵与第 2 章中讨论的基于柔度的形式相同，而力插值

矩阵用来表示线性弯矩和沿单元长度上一致的轴力分布。当无单元荷载时，这种

形式是精确的。另外一种情况在第 4 章中讨论，届时会提出一个方法，在柔度法

中包括存在单元荷载时的情况。 
纤维单元的状态确定与第 2 章中提出的方法一样。在纤维梁柱单元中，仅

知道截面力-变形关系是应力应变关系和纤维变形时程的函数。相应的，2.5 节中

的方法需要加上几个步骤，来确定单元状态，即确定已知截面变形下的截面力和

心的正切刚度矩阵。 
对新的变量定义和正截面离散为纤维之后，讨论能描述纤维滞回性能的材

料模型。接下来，相异的阐述了纤维截面模型的单元状态确定，本章通过正截面

的纤维离散化引入的几个新步骤，得出整体非线性分析算法的小结。 
 

3.2 模型假定 
   纤维梁柱单元的公式基于线性几何的假定。平截面在单元变形历史中保持为

平面并与纵轴垂直。这种假设对于由均质材料组成的单元发生小变形的情况是可

以接受的，而用来解释钢筋混凝土单元一些特征现象比如开裂和粘结滑移是不合

理的。根据有限元分析的 smeared 裂概念，开裂影响和受拉刚度可以通过对预应

力钢或钢筋混凝土的应力应变关系的适当修改而被包含在模型中。这种影响只在

发生屈服阶段前的响应中是明显的，在发生较大非弹性变形产生滞回性能的研究

中可以被忽略。相反，粘结滑移对单元变形的贡献随着荷载幅值和循环次数增加

而更加明显。基于截面特性的单元粘结滑移变形的总结是一个很有挑战性的难

题，而这在本研究范围之外。剪力效应也被忽略，这对于中等跨高比的构件是一

种合理的近似。 
   由平截面假定可以知道所有的纤维应力应变行为都平行与该轴。因为参考轴

是固定的，这意味着由截面几何形心形成的直线与该参考轴重合。如果单元没有

遵守这个假定，它应该被分为连接所选择截面形心的子单元。 
   单元响应以及进一步整个结构的响应的精确度受到网格选择的影响，它包括

用于对给定构件离散化的截面数量和在一个截面中纤维数量。更多的纤维数量肯

定给出更好的结果，但计算花费也随之增加，因为在每一步迭代中，跟踪每一纤

维滞回特性变化的历史都要被储存。纤维最优数量和最佳定位的选择及沿单元轴

迭代点最优数量的选择都超出了本书研究范围。 
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3.3 广义力和广义变形 
纤维梁柱单元如图 3.1 所示于局部坐标系统 x,y,z 中。它被分为一系列离散化横

截面。这些被定位在应用于单元公式中数值积分形式的控制点上。本研究采用

Gass-Lobato 积分形式，因为它允许与单元两端截面相重合的两个积分点，在那

里典型地发生了明显的非弹性变形。关于积分形式的更多细节在第 4 章中讲到。

每一截面进一步分为 N（x）个纤维，n 是 x 的函数，以此来说明纵向钢筋沿着

单元可能有变化的事实。为了清晰起见，n 对 x 的依赖性在本章剩余部分公式中

不详述地引出来。 
 

 

                  图 3.1   在局部坐标系下的纤维梁柱单元： 
                               细分纵截面为纤维 

广义单元力和变形及相关的截面力和变形都在 2.2 节定义过，如图 2.1 所示。

这些被分组成下列向量： 

单元力向量     

单元变形向量   
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截面力向量         

 
 

截面变形向量       

引进另外两个向量来描述各个截面纤维的状态，包括纤维应力和应变，写成

下列形式： 
 
 
纤维应变向量          

 

 
纤维应力向量         

 

 
在纤维状态向量中，x 描述沿着纵向参考轴线截面的位置，yifib,zifib 表示纤维在

横截面中的位置，如图 3.1 所示。根据平截面假定，纤维应变向量和截面变形向

量有简单矩阵关系 
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其中 L(x)为线性几何矩阵如下：      

 
相容矩阵 L(x)更复杂的形式可以用来说明剪力和粘结滑移效应，而这超出了本书

研究的范围。 
 

3.4 纤维本构模型 
该纤维梁柱单元的非线性特征完全来自纤维的非线性特征。因此，分析结果

的有效性取决于纤维材料模型的精确度。由于目前的研究仅限于钢筋混凝土构件

的滞回性能，忽略粘结滑移的影响，所以只要求两种材料模型：一种对应于混凝

土，另一种对应于钢筋。单元公式简化了对于单轴行为材料模型选择的任务，这

到目前为止已经研究得很深入并很好地建立起来。材料行为的三维效应可以通过

适当修改定义单调包络的参数而被包含于单轴模型中。对于混凝土这很重要，其

由横向和纵向钢筋产生的约束对应力应变特性有显著影响。 
本研究采用 Filippou 等人所讨论的模型（1983）。虽然过去十年里相继提出

了许多改进的约束混凝土模型（1988 年 Mander 等，1990 年 Sheikh 和 Yeh ），
Filippou 等人的钢筋模型（1983）仍是最精确的模型之一。而且，本研究采用的

模型在简化性和精确度之间取了个折衷，对于混凝土滞回性能仍是一个很不错的

选择。第 5 章中分析和试验结果的对比表明对钢筋混凝土梁柱单元在较小轴向荷

载下，混凝土材料模型显示出令人满意的精确度。在任何情况下，构成该梁柱单

元基础的模块化方案结构允许材料模型的简单变化，在不久的未来将发展更广泛

的材料库。 
指出应力应变模型都是应变的显函数很重要。这是与该纤维模型相联系的材

料模型的显著特点，其中纤维应变依据公式（3.7）由截面变形确定。应力确定

中只包含一个基于当前纤维应力和应变及给定的应变增量的函数值。这减少了考

虑非应变显函数材料模型的计算花费，例如著名的 Ramberg-Osgood 钢筋模型。 
3.4.1 钢筋应力应变关系 
     Menegotto 和 pinto（1973）的非线性模型描述了钢筋应力应变行为，Filippou
等人（1983）修改后包括了各向同性的应变硬化。此模型计算效率高且很好地符

合通过对钢筋杆循环试验得到的试验结果。 
Menegotto 和 Pinto（1973）表述的模型写成以下形式： 
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其中 

        

        

 
                      图 3.2 MENEGOTTO-PINTO 钢筋模型 
    公式（3.9）表述一条从一渐近线斜率 Eo 到另一渐近线斜率 E1 的曲线

过渡（分别为线（a）和线（b），如图 3.2 所示）。
0 和

0 分别是两条渐近线相

交点的应力和应变（图 3.2 的点 B）；类似地，
r 和

r 分别为应力和与之标记

颠倒的最后应变的相交点的应力和应变（图 3.2 中的点 A）；b 为应变硬化率，即

斜率
1E 和

0E 的比值，R 是影响过渡曲线形状和很好表示鲍申格尔效应的参数。

如图 3.2 所示，（
0 ，

0 ）和（
r ，

r ）在每一次应变反转后更新。 

R 值取决于当前渐近线交点处（图 3.3 点 A）和前面荷载反转点处（最大或

最小应变取决于相关钢筋应力是正还是负（图 3.3 点 B））的应变差值。R 的表达

式取自 Menegotto 和 Pinto（1973）建议的形式 

 

其中随应变反转而更新。
0R 为初次加载时的参数 R 值，

1a ，
2a 是和

0R 一起
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通过试验确定的参数。的定义对于部分卸载后再次加载的情况仍然有效。 

 
              图 3.3   MENEGOTTO-PINTO 钢筋模型中的曲率参数 R 的定

义 
作为对方程（3.10）和（3.11）的补充，需要对卸载和再加载的规则制定做

一些澄清，以允许适用广义的荷载历史。如果分析模型对所有前面应力应变历史

分支有记忆，那么只要新的再加载曲线到达它，它将顺沿前面再加载的分支路径。

这就要求模型储存所有必要信息来折回所有前面处于不完全的再加载曲线路径。

而从计算角度看这是不现实的。所以过去应力应变历史的记忆限制在预先定义的

几条控制曲线上，这些曲线在目前模型中包括有： 
1 单调包络线 
2 起源于具有最小 值反转点的最上面一条上升分支曲线， 
3 起源于具有最大 值反转点的最下面一条下降分支曲线， 
4 起源于最新反转点的当前曲线。 
   由于上述的限制，部分卸载后再加载在到达卸载开始点后不能再加入原先的

再加载曲线，相反继续形成一条新的再加载曲线直至达到包络线为止。然而，分

析模型与实际特性间的差别是很小的，正如 Filippou 等详细讨论的那样（1983）。 
上述对应于最简单形式的模型，如 Menegotto 和 Pinto（1973）所述：弹性和

屈服渐近线假定为直线，对应屈服面的限制渐近线的位置假定在整个过程中固

定，斜率
0E 保持为常数（图 3.2）。 

尽管公式做了简化，模型还是能够很好地符合试验结果。它主要的缺点在于

它不允许发生各向同性的硬化。为了说明这种效应，Filippou 等（1983）提出了

在线性屈服渐近线中的应力转移，其作为最大弹性应变的一个函数，如下： 
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其中
max 为应变反转瞬间的绝对值最大的应变，

y ，
y 分别为屈服应变和应

力，
3a 和

4a 是试验确定的参数。本研究采用的模型不包括各向同性应变硬化。

对于这种情况，参数值分别为：
0

20R  ，
1

18.5a  ，
2

0.15a  ，
3

0a  ，
4

0a  。

除了最后两个参数，其余值均采用 Menegotto 和 Pinto（1973）原始模型的值。 
3.4.2 混凝土应力应变关系 

为了计算每一层混凝土应力，需要一种描述混凝土在任意循环应变历史下的

应力应变关系的材料规律。关于混凝土模型对承受弯矩和较小轴力的钢筋混凝土

构件的综合性能的影响有一些不确定性。一些研究者已经总结出一种粗糙的混凝

土模型已经足够准确预测试验结果。在单调加载和限于小幅度激励的循环加载情

况下，这也许是正确的。然而，在大幅度循环加载情况下这就不正确了。研究结

果表明钢筋混凝土构件在大幅度循环激励下强度的损失很大程度上取决于约束

混凝土在应变远远超出最大强度下承受应力的能力。这需要采用完善的混凝土模

型。 
本书研究中采用的模型概述如下： 
受压混凝土单调包络曲线遵循Kent和Park（1973）的后来被Scott等人（1982）

扩展的模型。尽管之后发表有更精确和更完善的模型，但所谓的修正 Kent 和 Park
模型在简便和精确性之间提供了很好的平衡。 

在修正 Kent 和 Park 模型中，通过三个区域描述单调受压混凝土应力应变关

系： 

 
其中 
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其中
0 是在最大应力下的混凝土应变，K 是说明由于约束强度提高的一个

系数，Z 是应变软化斜率，
'

c
f 是混凝土循环受压强度，单位 MPa（1MPa=145psi），

yh
f 是箍筋的屈服强度，单位 MPa，

s
 是箍筋体积与从箍筋外边量起的核心混

凝土体积之比，
'

h 是从箍筋外边缘量起的核心混凝土的宽度，
hs 是箍筋或加箍

物中心到中心间的距离。 

 
           图 3.4     约束与无约束混凝土的应力应变关系 

对于箍筋约束混凝土情况，Scott 等人建议
u 从以下公式保守地定义为： 

 

为了说明混凝土保护层的压碎，一旦受压应变超过本研究设定为 0.005 的
u 值，

保护层强度较低到
'0.2 cf 。在该模型中忽略混凝土受拉强度，因为它只对屈服

前循环荷载下的钢筋混凝土截面响应有影响。下列规律支配了混凝土应力应变关

系的滞回性能（图 3.5）： 

1 从包络曲线一点沿一条连接开始卸载点
r 和根据公式给定的轴应变点

 的

直线进行卸载 
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其中
0 是对应于最大受压应力的应变水平。 

 
                      图 3.5   混凝土应力应变关系的滞回性能 
公式（3.19）由 Karsan 和 Jirsa(1969)提出，通过二次曲线把包络线的标准化应变

和卸载完成时应变联系起来。因为公式（3.19）在高受压应变情况下显示出不合

理的特性，把公式（3.20）加进模型中使得在高受压应变下弹性系数保持为正值。 
2 由于本书研究中忽略受拉强度，当应变小于卸载完成时的应变时（开裂），混

凝土应力等于零。 
3 只要应变小于卸载完成时的应变（开裂），重新加受压荷载时，应变为零。一

旦混凝土应变比此值大，再加载继续沿着以前卸载的路径（图 3.5）。在实际情况

下，卸载和再加载沿着非线性路径，一起形成一个滞回环。因简化这种情况在这

里被忽略，因为它对于构件滞回响应影响很小。 
该受压混凝土滞回特性不能解释混凝土的循环破坏。它对钢筋混凝土构件滞

回特性的影响的重要性值得进一步研究，但超出了本报告的范围。 
 

3.5 纤维梁柱单元阐述 
   纤维梁柱单元用 2.3 节使用过的综合有限元方法同样的框架来阐述。单元位

移场用方程（2.20）和（2.21）定义的柔度形函数来表示。选择力场使得图 2.1
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中的两种弯矩场 ( )z xM 和 ( )y xM 是线性的而轴力场 N(x)是常数。选择结果

导致生成力插值函数的矩阵，如下给出 

 

其中 b(x)联系沿单元力的分布 D(x)与单元广义力向量 Q 有如下关系  

 
   当不存在单元荷载时，弯矩和轴力场是精确的。通过修改相关弯矩和轴力分

布，单元荷载能被包含在分析的初始阶段，使得它们对特殊加载情况是精确的。

这种情况和它的数值实现的更多细节将在第 4 章介绍。 

   最终联系所施加的不平衡单元力
1i

P Q
 与未知单元变形增量

i

q 的矩阵

方程等效为方程（2.23） 

 

其中上标表示对应的 Newton-Raphson 迭代。 
单元状态确定遵循 2.4 节中表述的几个步骤。由于截面力-变形关系不再明确而取

决于纤维应力应变特性，附加一些步骤就变得很有必要。当截面力-变形关系是

明确已知时，截面新切线刚度 ( )
j

xk 对于给定的截面力 ( )
j

xD 和变形 ( )
j

xd 就可

以之间算出，如 2.4 节和 2.5 节中所述。对于纤维模型，根据平截面假定方程（3.8）

中的几何矩阵 ( )l x 首次用于针对给定变形增量 ( )
j

xd 获得纤维应变增量 

 

更新纤维应变到新值    

所有纤维新应力
j

ifib 和切线模量
j

ifibE 都从适当的纤维应力应变关系中确定：纤

维应力分组于向量
j

E 中，切线模量写成对角矩阵
tan

j

E 。通过调用包括所有纤维

面积
ifibA 的对角矩阵 A 及利用方程（3.8）中的截面相容矩阵 I(x)， 
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由结构分析概念生成新的截面切线刚度矩阵进行乘法计算后得到 

 

转化新截面切线刚度矩阵 ( )
j

xk 用于获得新截面切线柔度矩阵 ( )
j

xf 。类似地，

截面抗力 ( )
j

R
xD 不能直接由第 2 章中的截面力-变形关系获得，但可以通过累加

所有纤维的轴力和双向弯矩分布来确定   

 
或者进行乘法运算后为 

 



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

 

                   图 3.6   截面纤维状态确定的流程图 
重要的是要指出所有截面矩阵和向量都是在固定截面参考系中计算的，与单元 y
轴和 z 轴重合。这种选择简化了计算。如图 2.1 所示的参考系原点（x,0,0）不必

与截面中性轴重合。由于分析过程中中性轴位置的改变，使用中性轴作为参考需

要在每一步单元迭代中确定中性轴的位置，如 Zeris 和 Mahin(1991)讨论的那样。

截面柔度矩阵和截面变形向量需要在通过积分确定单元柔度矩阵和单元残余变

形之前转换到单元坐标系中。类似地，利用关于单元系统的力插值函数计算截面

力，在入手确定截面状态前应该把截面力转换到局部坐标系统中。为了简化在单

元和截面变量间的转换并注意到截面参考系统的选择是任意的，应当选择一种容

易利用的截面参考系统比如 y 轴和 z 轴。因此，不需要计算截面中性轴。 
有关确定纤维状态的步骤如图 3.6 阐明。通过把图 3.6 的图表引进到由图 2.5

的截面本构规律表示的方框中，现在已经完成了图 2.5中的单元状态确定流程图。

剩余的单元状态确定程序与 2.4 节和 2.5 节描述的一致。下一节将总结完整的单

元状态确定，而没有进一步分析第 2 章中所讨论过的相关步骤，只有少量的关于

截面状态确定步骤分析。 
 

3.6 纤维梁柱单元状态确定综述 
在结构状态确定过程中，第 i 步 Newton-Raphson 迭代过程如下所述： 

（1） 求解方程整体坐标系统，更新结构位移 
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（2） 计算单元变形增量和更新单元变形。 

    
（3） 开始纤维梁柱单元状态确定 

置 j=1 
(4) 计算单元力增量。 

 
（5）更新单元力 

 
（6）计算截面力增量。 

 
（7）计算截面变形增量 

 
（8）计算纤维变形增量。 

    根据平截面假定并假设不发生粘结滑移，利用截面相容矩阵 ( )l x 从截面变

形增量 ( )
j

xd 中获得纤维应变增量 ( )
j

xe 。然后更新纤维应变 

 
（9）计算纤维应力和切线模量 

     利用 3.4 节中的纤维材料模型，从前面第 j-1 步的应力
1j

ifib 
和应变

1j

ifib 
及

当前纤维变形增量
j

ifib 中计算所有纤维应力 ( , , )
j

iifib i
x y z 和切线模量

( )
j

ifib
xE 。 

（10）计算截面切线刚度和柔度矩阵。 

      利用所有纤维的切线模量 ( )
j

ifib
xE 计算新截面切线刚度矩阵 ( )

j
xk ： 
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其中 n 是截面中纤维的总数，
ifibA 为纤维面积。然后转换刚度矩阵得到新 

截面柔度矩阵 

( )
j

xf  

（11）计算截面抗力 

     通过累加所有纤维的轴力和双向弯矩分布计算截面抗力 ( )
j

R
xD  

 
从这里开始单元状态确定与 2.5 节相同。 
（12）计算截面不平衡力。 

 
（13）计算截面残余变形。 

 
（14）计算单元柔度和刚度矩阵。 

 
（15）检查单元的收敛性 

      a) 如果单元已收敛，令
i j

Q Q ，
i j

K K ，然后转到第（16）步； 
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      b) 如果单元没有收敛，计算单元残余变形 

 

然后增加 j 到 j+1，令
1j jq s

  。把

1j

q
 代入，重复步骤（4）到（15），

直到单元收敛。 
（16）计算结构抗力和新结构刚度矩阵。 
    如果所有单元已经收敛，完成 Newton-Raphson 第 i 步迭代。 

 
如果达到结构水平上的收敛，施加新荷载增量，否则继续进行

Newton-Raphson 迭代。 
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第四章   梁柱单元的数值实现 

 
4.1 概述 
   本章将讨论涉及在通用计算程序中纤维梁柱单元的数值实现的一些问题。单

元首先在独立计算程序中实现。在成功测试其性能后，单元被改编到由加利福利

亚大学伯克利分校的 R.L.Taylor 教授开发的有限元程序 FEAP 中，并由

Zienkiewicz 和 Taylor 对其进行描述（1989 和 1991）。本文主要关注独立程序的

数值方法方面及简单讨论独立程序和 FEAP 中数值策略的不同点。 
独立程序对于由纤维梁柱单元组成的框架分析是一种特殊用途的程序。输入

数据包括关于几何、结构材料特性的信息以及所施加的节点和单元荷载信息。节

点荷载可以是不变的或是随时间变化，后者是按顺序逐步施加荷载。单元荷载是

不变的，在分析开始和不变的节点荷载一起施加。 
非线性求解算法被分为三个嵌套循环。第一个和最外面一个循环包括荷载分

成的加载步骤顺序。第二个循环包括 Newton-Raphson 求解过程，这对于在每一

加载步骤中确定由总施加荷载引起的结构位移是必要的。这个循环也涉及到结构

状态确定。第三个和最里面一个循环包括单元迭代过程，这对于在每一

Newton-Raphson 迭代中计算与给定单元变形对应的单元抗力是必要的。这个循

环也涉及到单元状态确定。 
为了更好地阐述三个嵌套循环，拓展了前面章节中使用的符合表示，使得每

一个变量能记载关于加载步骤数、当前 Newton-Raphson 迭代步数以及在必要情

况下的当前单元迭代步数的信息。这种信息通过变量三种不同上标来表示：和前

面两章的符合表示法一致，k 表示加载步数，i 表示 Newton-Raphson 迭代步数而

j 表示单元迭代循环数。这种符合表示法在非线性求解算法的数值实现中是有特

别有用，其总结在附录 A 中。 
在简单讨论符合表示法和沿单元轴数值积分方案后，讨论在单元和结构水平

上定义收敛准则的问题。探讨不同备选方案的优缺点。独立程序采用的准则是基

于结构和单元水平上不平衡力，而 FEAP 采用结构水平上的能量准则，单元水平

上采取相对应的准则。 
模型中包含单元荷载的过程在下一章讲到。首先假设一种与所施加单元荷载

相平衡的初始力分布。用相对应的单元残余变形开始单元迭代，最后将算出所施

加单元荷载引起的固端弯矩。然后加入刚体位移模式使得包括由单元荷载引起的

剪力。得出的固端弯矩和剪力通常在结构节点上不满足平衡，因为与单元荷载连

接的结构开始没有受到任何的节点力。得出的端部弯矩和剪力对不平衡节点荷载

有贡献，后者需要在结构节点上反号施加以恢复平衡。这个步骤包括了对施加单

元荷载的首次 Newton-Raphson 迭代。如果单元处于弹性状态，不必在单元里进

行下一步迭代，得出的端部弯矩组成所施加单元荷载引起的固端弯矩。如果单元

在单元荷载施加过程中经历非弹性行为，算法中的单元状态确定阶段的迭代收敛

至单元固端力。 
提出了两种包括剪力的备选方法。一种在独立程序中实现，另一种应用于

FEAP。用一个施加均匀分布荷载的线弹性悬臂梁的简单例子来表述单元施加荷

载的过程。 
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本章对利用非线性算法确定软化单元状态进行简单的讨论。用一个由两根串

联弹簧构成的简单系统来说明该算法处理软法单元取得的良好效果。 
 

4.2 初步考虑 
   纤维梁柱单元的实现经历了两个阶段的发展。首先为了测试单元性能开发出

独立计算程序。第二阶段在有限元程序 FEAP 中实现此单元。本报告计算的考虑

更关注于单元的通用实现方法而不是对于两种数值实现特殊细节的讨论。 
   在这两种实现方法中输入数据包括有几何描述和结构材料特性。从几何角度

看结构是连接于节点的梁柱单元的集合，使得分组于向量 P 的节点自由度成为问

题的基本未知量。单元变形 q 通过一个不变的相容矩阵
eleL 与结构自由度 P 相联

系。每一个单元进一步被分成一些控制截面，每一个截面由很多的纤维构成。截

面数量及其位置取决于积分方案和所要求的精度水平。一个截面中纤维数量取决

于截面的几何特征与材料特性及截面描述细节的水平。每一纤维通过面积、材料

类型和在截面参考系统中（图 3.1）位置等来表征。局部系统的原点就是截面几

何形心。截面几何形心的集合定义了单元纵轴 x。单元材料特性完全取决于纤维

应力应变关系，这遵循 3.4 节中讲到的约束与非约束混凝土模型和钢筋模型。不

同混凝土和钢筋材料类型通过改变材料参数值指定纤维。 
外部荷载以节点力或单元荷载形式施加到结构上。增加的静力荷载包括在引

进一种虚构时间尺度的分析中。一般地，所有的恒荷载在分析开始时施加，而增

加的荷载以顺序步骤 k=1,…,nk 逐步施加。节点力和单元荷载施加中采用了这两

种不同的方法。遵循经典的结构分析方法节点荷载集合在整体力向量
EP 中。单

元荷载包括于单元荷载向量 W 中，而一种在基于柔度梁柱单元中合并这些荷载

的新方法将在 4.5 节中描述。 
相对应不同结构离散程度，非线性分析算法被组装到四种模块中。这四种模

块分别关于结构、单元、截面及纤维。每一模块种描述基本变量的向量和矩阵概

况在表 4.1 中。 
在结构分析阶段每一个模块都是给定数据、模块计算和返回需要变量值的集

合，如第 2 章和第三章末尾的流程图总结所示。在结构模块中，施加的力增量组

成给定的输入数据，求解算法返回结构位移的增量和总值、对应的抗力及当前的

刚度矩阵。在单元模块中，单元变形总量和增量表示输入数据，求解算法返回对

应的单元抗力和当前的刚度矩阵。在截面模块中，为了强调所提出的用于单元状

态确定的算法的基于柔度的性质，输出数据包括截面的柔度 ( )f x 而不是截面刚

度 k(x)。四种模块的输入和输出变量概况在表 4.2 中。 



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

 
                     表 4.1  定义每一模块状态的向量和矩阵 

 
                     表 4.2  每一模块的输入与输出数据 
非线性求解算法组装在三个嵌套计算循环中。以加载步骤顺序施加荷载，表

示成上标 k，使得每一个荷载增量表示成向量
k

EP 。总施加荷载
EP 等于荷载

增量
k

EP 的总和。 

 
由于存在非线性结构行为，引进一种将结构当前状态线性化方法，用迭代方案计

算由每一加载步骤中施加的总荷载
1k k k

P P P
  引起的结构位移

k

P 。为此

在独立计算程序和 FEAP 程序中采用 Newton-Raphson 算法，尽管一些替代策略

对后者是很有效的而且易于实现。另一个标注 i 用于表示 Newton-Raphson 求解

方法的迭代数。最后，为了确定对应于给定单元变形
i

q 的单元抗力，在每一步

Newton-Raphson 迭代中要用到第三个迭代循环。对应地，引进了第三个上标 j。 
从以上讨论中，很清楚为了得到结构自由度的收敛解需要在每一加载步骤 k

中用到两个嵌套循环。在收敛状态下，求解算法在单元中严格满足平衡性和协调

性，而所有截面状态在指定容差内满足截面力-变形关系。 
在非线性分析中引进一种特殊符合来追踪每一个变量的演化。向量和矩阵用
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对应于三个迭代循环的三个上标来表示。例如，单元力向量表示成 

                         
其中 k 表示加载步骤，i 为 Newton-Raphson 迭代数，j 为单元迭代数。必须指出

的是单元、截面和纤维变量带有全部三个上标，而结构变量不带有上标 j，因为

它们在单元迭代过程中没有变化。例如，结构位移向量和单元力向量写分别写成 

                      

这种规律唯一的特例是单元变形向量 q，因为它没有受到单元迭代循环的影响所

以不带标注 j（图 2.5）。 
有限元程序中梁柱单元的数值实现紧密遵循第 2 章和第 3 章中的步骤轮廓。

另外，因为在迭代过程中每一个向量都有变化，所以需要引进向量增量。例如，

)(
ikp 表示第 i步Newton-Raphson迭代中结构位移增量的变化，而 )(

ikp 表

示 在 第 k 步 加 载 中 结 构 位 移 总 增 量 ， 写 成            

 

其中
0

0)(
ikp


 。一旦结构自由度达到收敛，丢掉上标 i，总位移增量简单变

成
k

p ，而总结构位移更新为             

类似地， ))((
jikQ 表示第 j 步单元迭代中单元力增量的变化， ))((

jikQ 表

示在第 i 步 Newton-Raphson 迭代中单元力总增量，写成 

          

其中
0 1

)) ()((
ii kk QQ


  ，
01

0))(( kQ  。当单元迭代达到收敛时，去掉

上标 j， ))((
jikQ 变成 )(

ikQ 。类似地，当结构自由度达到收敛时，去掉

上标 i， )(
ikQ 变成

k

Q 。在这点单元力更新为       

其中
0

0Q  。 
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应该注意的是，表示成符号的向量增量变化只用于更新在迭代过程中对

应的向量增量和总向量，因此不必存储它们。 
非线性求解算法的综述已经表述在第 2 和第 3 章末尾，注意为了清楚表达，

省略了所有上标。附录 A 包括了详细的求解算法综述，其中有更新过程的轮廓

及一些实现问题的简单讨论。 
 

4.3 数值积分 
单元公式所有积分都采用 Gauss-Lobato 积分方案进行数值计算，基于表达式 

 

其中 h表示监控截面，
hw 为对应的重量系数。有m 个积分点的Gauss-Lobato

方案允许精确积分的多项式次数达到（2m-3）。当把单元端点包括进积分很重要

时，这个过程就比经典的高斯积分方法更好。由于梁柱单元的塑性特征常常出现

在构件的端部，从精确度和数值稳定性方面看，对单元端部截面的监控就更有优

势。 
 

4.4 容差的定义 
   本研究中非线性求解算法是基于一组不断使用直至达到收敛的线性矩阵关

系。在理论上，这种情况只发生在当施加的荷载完美地被单元内部抗力平衡时。

然而，在数值上，这种完美的平衡是不可能的或是需要花费太多去达到。在非线

性求解算法中，通常只要一些控制参数比如非平衡力，比指定的临界值或容差小

就可以说达到收敛了。像至今所讨论过的许多研究，这些变量的平均值或绝对值

可能被选作控制参数。独立程序比 FEAP 程序中单元的实现更可能选择不同的控

制参数，后者容差参数的选择被主程序所限制。独立程序中采用两种不同的迭代

算法：第一个实现在结构水平上，即著名的 Newton-Raphson 方案，而第二个应

用于单元水平上，如前面章节所述。对应地，需要两种收敛控制准则。本研究中，

选择在结构自由度和单元控制截面中的不平衡力作为控制参数。两种容差定义

为：第一个是绝对的力界限，第二个为相对的力界限，即对应总施加的力的分数

比值。不平衡力与两种界限的最大值进行比较。这种选择是考虑到对于大的施加

荷载，绝对容差太严格，而对于小荷载，相对容差也许太过严格。由于该求解算

法的稳定性不受到加载步增加大小的影响，所选择的收敛准则在加载步太小或太

大的极端情况下不显得过分严格。下面分别讨论单元和结构水平上的收敛准则。 
（a） 单元收敛。当监控截面收敛时，达到了单元水平上的收敛。当所有截面力

不平衡处在绝对或相对容差以内，就达到了截面收敛。每一个监控截面 h 定义三

种广义力，即两个弯矩
1
( )

hxD ，
2
( )

hxD 和轴力
3
( )

hxD ，如图 2.1 所示。对所

有的单元定义两个单元容差值，它们是： 
ERT 和 EAT 通过用户选择的比例因子与对应的结构容差 SRT 和 SAT 相联系，这

将在这节后面部分讨论。在每一步单元迭代 j 中，定义三种不同的截面容差值
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( )
n hSeT x ： 

 
其中 L 表示单元长度。在计算机程序中，引进单元计数器 EC 来监控小于对应容

差的力不平衡的数量。在单元迭代过程中，首先把计数器置为 0，然后随着每次

截面力满足截面容差逐步增加，也就是： 

 
当所有监控截面已经收敛，也就达到了单元收敛，或用符合表示当 

 
其中 m 为单元中监控截面的数量。这时完成了迭代循环 j。在所有单元收敛后，

完成单元状态确定，程序检查结构水平上的收敛性。 
（b）结构收敛。当所有节点不平衡力小于对应的容差时，达到了结构水平上的

收敛。收敛检查类似于单元中所采用的方法。在输入数据中指定绝对和相对容差： 

 
SRT 典型地被指定为 0.01，而 SAT 取决于要解决问题的类型。对每一个自由度

ndof，计算容差 

 

其中 maxdof 为无约束自由度的总数。引进结构计数器 SC 来监控收敛的自由度

的数量。计数器在每一步 Newton-Raphson 迭代 i 的开始时初置为 0，随着每次结

构不平衡力小于对应的容差逐步增加，也就是 

 

当计数器等于无约束自由度的总数时，达到结构收敛，即： 

 
当结构收敛时，完成了 Newton-Raphson 循环，施加下一个荷载增量。 
结构和单元容差通过容差因子 TF 联系，比如 
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TF 的默认值为 1。当 TF 增大时，单元迭代步数 j 逐渐减小趋近于限值 1。相反，

当 TF 减小时，迭代步数 j 增加。当荷载增量很小时，Newton-Raphson 迭代很少

有必要达到结构水平上的收敛，因为在每一步加载中，刚度变化很小。所以，在

单元收敛性检查中没有必要太过严格，系数 TF 比 1 大，典型值取 5 到 10 之间。

另一方面，当荷载增量很大时，在每一步加载中刚度发生很显著的变化，若干

Newton-Raphson 迭代要求收敛于解答值。在这种情况下，通过选取接近于 1 的

TF 值在单元水平上紧密跟踪应力应变关系很重要。换而言之，TF 系数控制了每

一步 Newton-Raphson 迭代 i 中迭代步数 j 和每一步加载中 Newton-Raphson 迭代

总数的关系。 
在程序 FEAP 中收敛准则是不同的。在结构水平上选择能量增量作为收敛控

制参数。当当前能量增量与初始能量增量比值小于指定容差时，Newton-Raphson
迭代算法收敛。使用采取的标注方法，结构收敛准则表示为： 

 

典型地，Stol 默认指定为
16

10


。这种收敛方案是 FEAP 程序中的一部分且在当

今应用中完全独立。关于收敛准则的更多细节在 Zienkiewicz 和 Taylor（1989 与

1991）里找到。 
在程序 FEAP 梁柱单元的实现中，应用收敛准则来检查在单元迭代循环中是

否收敛。当前单元迭代 j 步的能量增量值与首次单元迭代的能量即 j=1 时进行比

较。用符合表示为： 

 

典型地，Etol 默认指定为
16

10


。由于此准则既控制不平衡力也控制残余变形，

所以它比在独立程序中应用的准则具有明显的优势。当单元达到它的限制峰值

时，这就非常明显了，其刚度矩阵变得变态。在这种情况下，不平衡力很小而单

元残余变形依然很大。因此，基于残余变形的单元迭代不应停止。能量只是对不

平衡力和残余变形的一种量度。 
独立程序和 FEAP中单元收敛准则另一个显著区别在于前者单元收敛是基于

截面收敛，而后者则完全基于单元力和变形，含蓄地假定单元自由度的收敛暗示

截面收敛。为了使这种假定生效，在 FEAP 的单元实现中也引进了另一个收敛准
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则。在第三个准则中，通过测量能量增量而不是不平衡力来在截面水平上检查收

敛性。在这种情况下，当满足以下条件时达到了收敛： 

 

在对单元实现测试阶段，方程（4.3）和（4.4）中的收敛准则被证明是等效的。

因此，本研究选择方程（4.3）中只基于在单元水平上的能量的收敛准则，因为

这可以缩短计算时间。 
 

4.5 单元荷载的应用 
本节表述一种基于梁柱单元柔度中单元荷载应用的新方法。在线弹性范围

内，刚度和柔度方法产生相同的结果，使得计算基于位移形函数的等效节点力已

建立的方法得以应用。然而在非线性范围，在两种情况下应用不同的方法。本研

究为施加节点力提出的方法遵循的非线性求解算法。在独立程序中单元只包含均

布荷载情况。这些应用于对应 k=1 的首次加载过程中。在程序 FEAP 中包括了不

同的单元荷载分布。 
单元荷载的应用比节点荷载更复杂，因为它要求显含刚体位移模式。因为刚

体位移模式对于单元公式是不必要的，所以至今未考虑刚体位移模式。它们暗含

在方程（2.28），（2.43）和（2.44）的转换矩阵
eleL 中，转换矩阵把整体参考系

中的单元位移 P 转换成局部参考系中的单元变形 q。只能通过包含刚体位移模式

来解释在单元中横向单元荷载引起剪力的事实。在单元荷载应用中刚体位移模式

的作用归纳成不同的方面。本节描述了在独立程序中的原始实现，而简单讨论了

在程序 FEAP 中应用的方法。 
单元荷载的应用过程包括以下几个步骤。为简便起见，假设结构处于初始无

应力状态，即无应力单元和截面和不存在节点荷载。由加载在简单支撑梁上的静

力荷载的应用引起的弯矩图和轴力图作为在非刚体位移模式无应力单元截面中

的力增量。这些截面力引起沿单元积分产生对应单元变形的截面变形。后者违反

了在结构水平上的协调条件，此时对于外部零荷载单元位移和变形等于 0。修正

过的力需要施加于构件端部以使得单元变形等于 0，这在非线性单元状态确定算

法中是准确的。对在所施加的单元荷载下的非线性单元特性，在单元中不断迭代

直至达到收敛。依据收敛性，计算单元抗力和检查结构自由度平衡性。由于不存

在外部荷载，在结构自由度上单元抗力违反了平衡性，等效节点荷载应反方向施

加在结构上。因此，这些节点力处理成结构不平衡荷载。从这点开始以下过程与

节点荷载应用相同。对在所施加的单元荷载下的非线性特征，Newton-Raphson
迭代有必要达到结构收敛的状态。在初始加载的最后，单元中弯矩不是线性分布，

这是由施加单元荷载后的一般非线性力分布和由节点荷载修正后的线性弯矩分

布叠加产生的。如果在首次加载时没有在结构上施加节点荷载，结构最终状态为
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节点力为 0 而由于施加单元荷载节点位移不为 0。 
单元荷载的应用中刚体位移模式很重要。没有刚体位移模式的梁柱单元如图

2.1 所示。当包含刚体位移模式，出现五种额外的自由度，如图 4.1 所示，还有

关联力
_

Q和相对局部参考轴的位移
_

q。在 Newton-Raphson 迭代 i 中检查收敛性

前，增加刚体位移模式。从平衡性考虑，首先将 Q 扩展到
_

Q，然后将由单元荷

载引起的附加自由度上的力加入
_

Q中。对刚体位移模式的总结将在本节后面通过

一个简单例子来阐明。 

本报告将对单元荷载的讨论局限在沿整个单元荷载均匀分布及距离左端
px

有一个集中荷载的情况，提出的方法很通用，可以很容易地推广到其他荷载类型

和分布中。在均布荷载下，单元荷载给分组在一个由沿 x,y,z 方向上每单位长度

上的荷载组成的向量上。 

 

 
               图 4.1     具有刚体位移模式的梁柱单元 
单元荷载的应用的步骤顺序这里用附录 A 的编号方案阐述。分析过程中单元

荷载的总结在第一步加载中完成，也就是 k=1。为了清晰起见，假定在第一步加

载中没有其他的外部荷载施加在结构上。除了附录 A 中的步骤外，需要其他一

些步骤来包含单元荷载，如下： 
（1）开始分析 
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     置 k=1 
（2）开始 Newton-Raphson 迭代。 
     置 i=1 
（3）求解方程的整体系统，更新结构位移增量。 
     在 k=1 和 i=1 时，没有外部荷载增量施加在结构上，使得 

                      
（4）计算单元变形增量。 

     从方程（A.3）计算单元变形增量变化 )(
ikq ，根据方程（A.4）更新单

元变形增量 )(
ikq 。对 k=1 和 i=1，

11)( q =0。 

（5）开始单元状态确定。置 j=1。 
（6）计算单元力增量变化。 
（7）更新单元力增量和单元抗力。 
（8）计算截面力增量。 

     在一般情况下，用方程（A.9）计算截面力增量
1

))(( ( )
ikD x 。当 k=1，

i=1 和 j=1 时，计算由施加的单元荷载引起的截面力增量 

 

其中 ( )
g

xb 为联系不含刚体位移模式的梁中的所施加荷载 W 与单元力的力转换

矩阵。更多关于 ( )
g

xb 的细节在本节后面部分介绍。 

（9）计算截面变形增量的改变 

用方程（A.12）计算截面变形增量的改变 ，用方程（A.13）

修改截面变形增量 。当 k=1、i=1 且 j=1 时，截面变形增量

 不会改变，所以 。 

（10）计算纤维变形增量 
（11）计算纤维应力和当前的切线模量 
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（12）计算截面的切线刚度和柔度矩阵 
（13）计算截面的抵抗力 
（14）计算截面的非平衡力 
（15）计算截面的残余变形 

用方程（A.21）计算截面残余变形 。 

当 k=1、i=1 且 j=1 时，截面非平衡力等于 0。根据方程(4.6)中的应用单元荷

载，截面残余变形  等于截面变形增量  ： 

              

    截面变形从部分截面残余变形而来，因为他们和（4）中单元的最后变形等

于 0 不一致。 
（16）计算单元的柔度和刚度矩阵 
（17）检查单元的收敛性 
    当 i=1 且 j=1 时，收敛准则没有满足。 

a) 达到收敛：用平衡因素 增加刚体位移模式到单元抵抗力上。然

后叠加单元荷载的影响： 

                     

其中， 是一个依赖于单元荷载 W 的转换矩阵，稍后会详细说明。跳到（18）。 

b) 没有达到收敛性：用方程（A.24）计算单元残余变形 ，j 增大 1，然

后跳到（6）。 
（18）计算结构的抵抗力和新的结构刚度矩阵 

结构抵抗力向量由包含刚体位移模式的单元抗力向量 的集合决定。 

                      

（19）计算结构的非平衡力 
（20）检查结构的收敛性 
（21）修改作用力和变形向量，完成步骤 k=1。 

因为这个总结没有包含结点荷载，所以分析只包含一个荷载步 k=1。如果有

随时间改变的结点荷载，分析应该包括除单元荷载影响的第一步外的荷载步。这

个讨论局限于在第一步荷载步中与时间独立的单元荷载。对于和时间有关的单元

荷载，上面的程序应该在每一个荷载步重复。 
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分别在方程（4.6）和（4.8）中的作用力转换矩阵 和 ，依赖于单

元荷载向量 W。方程（4.5）给出了均布荷载 W 的情况，转换矩阵为： 

 

 

集中荷载作用于离梁左边结点 的情况，单元荷载向量包含和三个局部坐

标有关的荷载分量： 

                    

相应的转换矩阵 和 为： 
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如图 4.2 所示，是一个线弹性悬臂在均布荷载 Wy作用下 Y 方向单元荷载的

施加过程。该结构在悬臂尖端有 3 个自由度。单元是线弹性的，具有均匀横截面

和均匀截面刚度。 
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图 4.4  悬臂在均匀分布荷载作用下的剪应力时程 

根据施加的荷载情况及结构处于线弹性性能，故轴向自由度 3p 为 0，即只

包含有两个自由度 1p 和 2p 。如图 4.3 和图 4.4 所示，单元中弯矩应力和剪应力

分布的变化作为迭代计算中荷载步 k=1 的过程。 

单元的首次迭代计算时，相应的 k=1、i=1 和 j=1，根据公式 4.6 有呈抛物

线分布弯矩图对应的是一根承受均布荷载的简支梁。通过公式 4.7 把相应的截面

变形变换为其残余变形，并通过公式 A.24 来沿整个单元把这种截面变形整合积
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分，使其收敛于单元的残余应变。这种残余应变作为单元的应变增量是用于接下

来的迭代计算，相应的 k=1、i=1 和 j=2. 最后通过公式 A.6 把单元应变转换为单

元应力增量。对于线弹性单元，其单元应力增量易知是固端弯矩 WyL
2/12. 此刻

单元是收敛的，且它的弯矩图对应的是两端固支承受均布荷载的梁。根据公式

4.8，为了完备刚体运动模式，我们给单元抗力Q添加了两个竖向力 WyL/2，且

在结构层面上满足平衡性。由于没有外荷载作用在结构上，现在在悬臂的自由末

端就作用有一个大小为WyL
2/12不平衡弯矩和一个大小为WyL/2的不平衡剪力。

在下一次 Newton-Raphson 迭代计算时，相应的 k=1 和 i=2，为了重新建立结构

自由度中的平衡需要在结构上反向施加等效的节点荷载。如图 4.3 所示，也就是

说在单元的第一次 Newton-Raphson 迭代计算过程中，其相应的 k=1、i=2 和 j=1，

我们在悬臂现有的弯矩上叠加一个线性分布的弯矩来实现上述这种平衡。由于悬

臂是线弹性的，单元收敛能够很快得以实现。当结构层面上也达到了收敛时，就

认为分析完成了。最终的弯矩图就是我们熟知的如图 4.3 所示的抛物线了。本例

中全部单元和结构的矢量推导的详细过程参考附录.B。 

这里选取的例子非常简单，因为单元是线弹性且是均匀截面。然而，该单

元荷载的施加过程是普遍适用的，即能够适用于任意材料性能和任意单元荷载分

布的情况。一般来说，当单元具有非线性材料特性和不均匀截面性质时，不管是

在单元层面还是结构层面，为了满足在单元荷载作用下的平衡性和协调性要求，

需要采用更多次的迭代计算。 

在程序 FEAP 中，采用与上述同样的过程来实现 beam-column 单元的应用，

但是用了不同的方法完备其刚体运动模式。在独立程序中，零应力状态是由于单

元荷载施加在结构的自由度上，以致在收敛计算过程中没有应力作用于结构节点

上。换句话来说，就是把单元荷载看作为其最初的应力分布。在程序 FEAP 中，

当通过公式 4.8 完备了单元的刚体运动模式时，认为由单元荷载的施加产生的剪

切应力是作用在结构自由度上的应力。过程中的残数与先前推导出来的一致，只

可惜现在没能考虑公式 4.8. 该替换方案非常类似于一般的基于刚度法单元的过

程，即类似的有其单元荷载被等效的转换为节点荷载。 

均匀荷载作用下的线弹性悬臂在程序 FEAP 模拟实施过程中，在首次迭代 

计算过程（k=1、i=1 和 j=1）中，由于竖向力  11

2
P 作用而产生的悬臂末端   

 
 


1

1
1Q  

位移是非零的。简支梁在均布荷载作用下的抛物线弯矩图叠加上线性的弯矩图从 

而产生非零的末端位移   
 
 


1

1
1Q . 在一个现有的有限元程序中，这么一个小的改

变使单元荷载的实施过程更为容易。 
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4.6 钢筋混凝土构件的材料软化和卸载 

我们当前研究的建议采用的非线性求解过程特别适用于模拟钢筋混凝土构

件的软化行为。即使在此建议的算法只是应用于一个纤维 beam-column 单元行为

描述，但是该过程同样适用于具有任意连续非线性或逐段线性的截面“应力-应

变”关系的结构构件。Spacone 等人于 1992 年对在不同的“弯矩-曲率”关系情

况下该模拟方法的实现已进行了论述。该方法也能够推广应用于其他类型的系统

的非线性分析。对于若干个组分串联或并联（包括同时有串联和并联）构成的系

统，把上述理论扩展到其预应力混凝土构件的非线性分析中的粘结或非粘结、内

部或外部的“钢筋束”的分析是目前另一个有待研究的课题。 

在关于软化效应的讨论中，强调“整个结构的软化”和“一个正在刚化的

结构中某些构件的软化”之间的区别是非常重要的。整个结构的软化在数值分析

上是非常难以实现模拟的，并且对它来说一般的 Newton-Raphson 迭代法是不适

用的。在此例的分析中，需要采用特别的迭代计算方案，如：弧长法；或者是通

过特定的过程来处理，如：位移控制分析；但是，这样的讨论研究已经超出了现

有研究的范围，因此难以实现。 

结构的非线性分析中的状态判定过程涉及到结构单元的末端位移。因此，

就计算机实现上来说，描述单元在位移控制条件下的软化响应会比描述结构的软

换响应相对容易。即便如此，单元软化过程的数值模拟是一个非常复杂的数值问

题，就其开发一种可靠的求解方法目前引起越来越多注意，尤其对于在强烈的地

面运动下钢筋混凝土结构的响应分析。在强烈的地面振动下，结构中一些构件可

能达到了它们的极限承载能力且开始进入强度软化（即塑性变形阶段），此时，

单元软化在满足结构整体和局部的延性要求其着重要的作用。当应力重分布可能

增强结构侧向极限承载力时，构件软化过程中要求的形变延性可能会很高，以致

在结构达到侧向极限承载力之前可能就局部或整体倒塌。 

理论上来说，采用柔度法能够完美地模拟钢筋混凝土构件的软化性能。当

一个单元在其末端截面呈现出应变软化时，沿着单元方向弯矩减小，并且在没有

软化的截面满足平衡而出现卸载现象。根据柔度法，当不作用有单元荷载时沿单

元的弯矩分布是线性的。这种软化和卸载行为用经典的基于刚度法的两节点单元

来模拟是很困难的，因为其弯曲分布是假定为线性的。在此例中，需要采用若干

种单元来近似实际的非线性弯曲分布，但是这样会产生数值困难，这在图 1.9 和

章节 1.2.3 讨论过（摘录于 Zeris 和 Mahin(1988)）。两种不同类型单元的列式比较
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参照 Spacone 等人的推导过程(1992)。 

本例中模拟软化单元时所采用的求解算法首先是从理论上推导，然后再采

用一个简单的范例进行说明。在接下来的分析讨论中，采用附加上简单上标 k 来

表示当前相应的荷载步。讨论的前提是，当结构要开始第 i 步的 Newton-Raphson

迭代计算时，假定上一次迭代计算中所有单元的刚度矩阵 Ki-1 是正定的。在新的

迭代计算开始之前，将其形变增量△qi
施加在单元上，所得单元的应力增量 

 Q
j

i 再通过应力插值函数对截面应力增量  D(x)
j

i 的修正。根据公式 A.12,

截面应力增量  D(x)
j

i 会产生截面形变增量，把它叠加到先前的截面变形上

就收敛得到新的总变形  d (x)i
j
。我们需要考虑这样一种情况，当对完成新的总

变形  d (x)i
j
进行截面状态判定时发现其中的一个截面发生软化效应，这时其刚

度矩阵从正定的   1
k (x)

-
i

j
变化为负定的  k (x)i

j
。这个不平衡应力  D (x) i

U

j
是

正定的，而截面的残余变形      r (x) k (x) D (x)i i i
U

j j j
也是负定的。通过公式

A.22 和 A.23 进行单元刚度的迭代更新。假定全部单元的整体刚度也是从正定的

 k (x)i
j-1

变化为负定的  k (x)i
j
，由公式 A.24 可知在单元的末端产生负定的残

余变形  si
j
，由公式 A.6 可知新的应力增量   1

Q



j

i 也是负定的。因此，我们

发现单元在新的变形 qi
下，它能够抵抗的应力比采用前一步的状态收敛得的刚

度预测的要小。对基于应力插值函数而得的负截面应力增量   1
D(x)




j
i ，采用

在单元末端施加负不平衡应力进行修正，其相应的截面形变增量   1
d (x)


 i

j
由

公式 A.12 推出。正在软化的截面在先前的第 j 步迭代计算中，其形变增量用正

增量     1
f (x) D (x)


i i

j j
与残余变形  r (x)i

j
的相对大小来表示。值得注意的是，

截面抗力的减小是普遍存在的。 

单个单元计算收敛于结果，其得到的单元刚度矩阵很可能是负定的。但是，

由于结构的刚度矩阵是由所有单元的刚度矩阵组装而成，另外荷载增量也是施加

在结构上的。当某个单元出现软化现象时，其结构的刚度矩阵仍然是正定的，故

而结构的承载能力有提高。根据负刚度矩阵 Ki
乘以正形变增量△qi+1

计算得负

应力增量可知，单元末端处的新形变增量△qi+1
增大了软化单元内的负应力增

量。因此，软化的单元继续在卸载，而此时相对硬化的构件承受了施加的荷载增

量的很大一部分。同时，软化的单元成为结构变形的主要来源。 



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

根据上面的简要描述的侧重，这里提及的分析方法中对软化单元不需要进

行荷载步上的特殊处理。通过采用特定算法，单元刚度矩阵从正定到负定的变化

不被检测出，而且由此产生截面的参量（正或负的形变增量、形变修正值、应力

增量、不平衡应力值，以及最后的刚度矩阵和柔度矩阵），在单元层面上也是可

适用的。因此，单元的卸载过程也可同样做出处理，从而不需要把荷载步大小或

特定计算步减小。 

如图 4.5 所示，举了一个简单的例子来说明这里用于分析软化系统所采用的

方法的优点。该软化系统由两个拉伸弹簧串联组成。弹簧 A 是线弹性的，而弹

簧 B 产生应变软化是双直线线弹性的。易知串联模型中，系统的总变形由各组

件变形叠加而得，同时施加在整个系统上的应力等于单元应力总和。对这个两弹

簧系统，根据图 4.5 所给出的变量符号，这些条件可写成如下形式： 

BAQ D D   

A Bq q q  

 
图 4.5 一个简单的软化单元：两弹簧串联模型 

容易推导出，系统的弹性模量 F 等于其弹簧弹性模量之和，也就是： 

BAF f f  
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图 4.6 弹簧系统内“力-变形关系”的时程 

值得注意的是，这种串联系统和我们现在研究的 beam-column 单元之间存

在有类似之处：平衡性条件 BAQ D D  等价于两个弹簧原件组成的单元内的

一个常应力分布，也等价于公式 2.6 所述的 beam-column 单元确定一个线性分布

弯矩和一个恒定轴力作用下应力分布。类似的有，对于两个弹簧原件组成的单元，

其变形由各组件的变形叠加而得，这就类似于 beam-column 单元的变形是通过对

截面变形进行积分求和而得。为了证明这种类似，我们对两弹簧系统施加一个给

定的形变增量△q 并观察分析其响应，从而试图求出其相应的抗力增量△Q. 由

于这个范例只局限用于单一形变增量的分析且系统性能是分段线性的情况，故这

里不需要用上标 k 和 i 来表示。如图 4.6 所示，对仅需要两个单元就能使迭代计

算达到收敛的情况给出了一个分析总结，完整的求解过程详见附录 C. 

在完成迭代计算分析的过程中，系统的平衡性和协调性是严格满足的，在

建议的 beam-column 单元中也是如此。由于系统本构关系实际可看成分段线性

的，故弹簧组件的力-位移关系也是严格满足的。然而，事实上并非如此，非线

性系统的本构关系只能在有特定的容许误差下满足。 

同样值得注意的是，这里采用的分析方法不需要检测出由于相应的第二个
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弹簧的刚度变化而产生的位移变化程度。这与遵循“事件-事件”的求解方案不

同：对于“事件-事件”的求解方案，求解时其每次刚度的变化都需要描述出来。

当然，对每次刚度变化的描述也许能够更好地对系统响应进行描述，但是对一个

由很多组件构成的系统而言，为了使其达到收敛所需的事件数目是很大的。例如，

对一根有若干控制截面且截面内含有许多纤维的钢筋混凝土柱进行分析，其达到

收敛所需事件数是很大的。此时，采用“事件-事件”的求解方案来进行计算机

上的实现，其代价是大得离谱的。此外，就一个“事件-事件”的求解方案而言，

选取越多的事件数且确定其连续的本构关系，在物理理论上和计算理论上来说，

对于分析研究都是有利的。 
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第五章 应用 

5.1 引言 

本章中将介绍一系列的例子，用以验证该单元描述钢筋混凝土梁和柱在施加

周期荷载和变形时程下的滞回性能的能力。本章中的分析结果通过独立程序

BEAMCOL（采用该 Beam-column 单元的分析程序）获得，该程序数值实现方法

在上一章中已经讨论过。 

在实验的实施过程中，作用在试验样品的外加荷载是以一种受控方式施加

的，并且对挠度和位移的结果进行实时测量。典型地，当构件呈现出相对过刚时，

则采用对试验样品的应力控制的试验方法进行实验。而一旦试验样品发生严重破

坏和刚度退化，试验会由应力控制转为位移控制，其中依靠认真仔细的加载来模

拟出给定的位移时程。在实验的数值模拟中，单一的加载方式必须应用于整个分

析过程中，因为大多数有限元分析程序不允许在分析过程中改变边界条件。当构

件刚度很高时，应力控制下的数值模拟能够提供良好的结果，但是不能描绘出构

件在接近极限承载力时的非线性行为和峰后响应。因此，本章中数值模拟方法的

实施是基于位移控制的。 

这里选择了三个试验用以验证该 beam-column 单元，它们包括：两个钢筋混

凝土悬臂梁试验和一个钢筋混凝土梁-柱试验。第①条试验梁用以研究单个截面

的“弯矩-曲率”变化规律和不同测量容许误差限及位移增量对分析结果精确度

的影响程度；第②个试验样品是单轴受弯下的悬臂梁；第③个试验样品是一条柱

承受两种荷载组合：恒定的轴向力+单轴受弯、恒定的轴向力+双轴受弯（受弯

要求为单调的和周期的两种情况）。每种试验中试验样品的模型和材料特性，即

已给出混凝土和钢筋的模型材料参数，这里采用的材料参数从现有是混凝土的正

方体或圆柱体试块受压实验结果信息中获取。最后，在实验分析中试验样品的荷

载和位移时程以及边界条件都是给定的。 

本章对第③个试验样品（悬臂柱）采用从单一参数的研究中获得结论。这里

的研究目的在于调查研究建议的模型柱中控制截面的数目和单轴压力的存在与

否对试验结果的影响程度。当试验柱中控制截面的数量增加时，证实分析结果是

否能收敛于精确解这一点是很重要的，如果证实了这一点的话，那么我们的目标

就是确定使结果收敛于充分精确的解的柱中控制截面的最小数目。 
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5.2 单个截面的“弯矩-曲率”关系 

Kaba和Mahin在 1983年提出了一种描述钢筋混凝土构件截面的滞回性能的

非线性方法，这种方法在第一章中通过文献调查进行了简要的阐述。他们的模型

与 Kent 在 1969 年进行的一条混凝土梁的实验响应相对照。这里采用了同样的实

验结果来测试本研究中提及的 Beam-column 单元的性能。图 5.1 和表格 5.1 的总

结数据表明该试验也采用了 Kaba 和 Mahin 的对试验样品和其横截面的几何形状

离散化的形式。混凝土和钢筋的模型材料参数分别在表格 5.2 和 5.3 做了总结。 

 

 

图 5.1 Kent-Beam#24 的结构离散化 

Kent-Beam#24 

Beam-column 单元数量= 1 

单元长度=100 in 截面数量= 4 

纤维数量 

截面类型 非约束混凝土 约束混凝土 钢筋 总计 
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I 18×2 12×2 4 64 

表 5.1 Kent-Beam#24 离散化 

 

混凝土材料特性 

混凝土类型  ksiCE   ' ksiCf  0ε  εu  

非约束混凝土(I) 3605 -6.95 -0.0027 -0.00292 

约束混凝土(I) 3605 -6.95 -0.0027 -0.03810 

表 5.2 混凝土材料特性 

 

钢筋材料特性 

钢筋类型  ksiSE   ksiyf  应变硬化率 

钢筋类型Ⅰ(I) 29,000 48.4 0.0042 

表 5.3 钢筋材料特性 

 

我们在这根悬臂梁的自由末端施加竖向荷载，研究内置截面的“弯矩-曲率”

关系。从图 5.2 中看出，Kent 的实验结果和分析的结果都是采用了 Kaba-Mahin

模型。这个例证同样是用来研究容许误差测量和位移增量大小对分析结果精确性

的影响。 

本章中列出的例证，结构和单元的容许误差是完全等效的，它意味着单元与

结构之间的转换因子 TF=1（参数 TF 是在章节 4.4 中引入的联系结构和单元容许

误差的参数）。因此，在本章剩于部分将采用最一般形式的容许误差。在对 Kent

的悬臂梁的分析中选择采用 3 套容许误差的衡量值，如图 5.1 所示。回想章节 4.4

中 EAT 和 ERT 分别表示“单元绝对误差”和“单元相对误差”，3 套容许误差衡

量值的定义在下表分别列出： 

 

容许误差的界定 

小 EAT =1 kip ERT = 0.01% 

中 EAT =100 kip ERT = 1% 

大 EAT =1000 kip ERT = 10% 
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图 5.2 “弯曲-曲率”关系 

                      ——来自 Kent 实验和 Kaba-Mahin 分析（1983） 

图 5.3 所示的“弯矩-曲率”关系时程曲线是通过 BEAMCOL 软件分析获得的，

其结果与图 5.2 中所给出的很吻合。这些结果是通过设定一个小的荷载步长大小

和上面定义的 3套容许误差衡量值获得。当容许误差衡量值为小或中时，结果能

够收敛于非常相似的结果；当容许误差衡量值为大时，会导致对截面强度的高估。

在并行参数的研究中，当容许误差值相对应为小步长或中步长时（分别对应的在

悬臂梁自由端位移增量值为 0.05in.和 0.5in.），观测到位移增量步长大小对结

果精确度的影响不是特别的大。当为大步长时，相应的荷载时程是 4个荷载步长

每半个周期，则为了达到趋同需要施加有一个小的误差。 

图 5.4 所示为小容许误差情况下位移步长大小对截面“弯矩-曲率”关系的

影响。当荷载步长增大时，每一个荷载步所需单元迭代次数也增加。一种评价算

法效率的方法是对一个特定的荷载时程所需的单元迭代总次数。当荷载步长小

时，即使每一荷载步达到收敛所需的计算迭代次数只是一两次，相应的单元迭代

总次数也会是很大的。既然是这样，则单元迭代总次数与荷载步数成比例。随着
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荷载步长的增大，使每一个荷载步收敛所需的迭代次数越来越多。然而这种每一

荷载步迭代次数的增加与其相应的荷载步长大小的增加不成比例，因为不是每一

荷载步都涉及到明显的非线性行为，而且该算法下应力不平衡呈指数地衰减。因

此，迭代的总次数随着荷载步长的增大而减小，这样就能够使分析研究更加经济、

高效。遗憾的是，就在大位移增量情况下容许误差衡量值为中或大时而言，这种

经济上的获益是以数值求解问题不稳定和在一些步上的欠收敛作为代价的。因

此，选择合适的容许误差衡量值和合适的荷载步长大小需要熟练的技巧和丰富的

经验、或者是需要一个智能的自动荷载步细分算法。为了能够准确的绘制出一个

结构的“荷载-变形”行为关系曲线，我们需要考虑合理的限制荷载步长的大小，

以致该问题能够在应用实例中得到更宽松、广泛的应用。 

 

 

    图 5.3 容许误差对内置截面中“弯矩-曲率”关系的影响 
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    图 5.4 小容许误差情况下荷载步长大小对内置截面中“弯矩-曲率”关系的影响 

 

 

 

5.3 单轴受弯悬臂梁 

Ma,Bertero 和 Popov 在 1976 年系统地进行了大量的矩形截面和 T 形截面钢

筋混凝土梁的试验。在对比实验研究中矩形截面梁记为 R-1，试验样品的模型和

横截面的离散化如图 5.5 所示，相关的模型数据列于表格 5.4，表格 5.5 和表格

5.6 分别列出了混凝土和钢筋的模型材料参数，这里采用的材料参数是从现有的

混凝土的正方体或圆柱体试块受压实验结果信息中获取。在模拟约束混凝土的性

能时这里效仿 Scott 等人在 1982 年所采用的方法。该模型中约束混凝土的约束程

度取决于横向钢筋与核心约束混凝土的体积比 s ，即配筋率（当为 R-1 梁时 s
估计为 0.60%左右）。这里用于对悬臂梁的滞回性能进行研究的模型由两部分构

成：用于模拟悬臂自身的 beam-column 单元和一个位移控制分析中在悬臂的自由

末端顺着荷载施加方向的很刚的线弹性弹簧。 
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图 5.5  Beam#R-1 的结构离散化 

悬臂梁 R-1 

Beam-column 单元的数量：1 

单元长度 = 71 in. 截面数量 = 10 

纤维数目 

截面类型 非约束混凝土 约束混凝土 钢筋 总计 

I 16×2 20×2 7 79 

表 5.4  Beam#R-1 的离散化 

混凝土材料特性 

混凝土类型  ksiCE   ' ksiCf  0ε  εu  

非约束混凝土(I) 3980 -5.07 -0.00200 -0.003 

约束混凝土(I) 3980 -5.43 -0.00214 -0.069 

表 5.5 混凝土材料特性 
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钢筋材料特性 

钢筋类型  ksiSE   ksiyf  应变硬化率 

钢筋类型Ⅰ(I) 29,000 66.5 0.0085 

表 5.6 钢筋材料特性 

 

 图 5.6  实验 Beam#R-1 自由端荷载-位移关系（MA 等人.1976） 

 

图 5.7  Beam#R-1 荷载-自由端位移关系的分析结果 
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在实验的数值模拟中，施加在模型上的悬臂自由端处位移是通过在有一个

具有很大刚度的线性弹簧时外加一个产生该末端位移的等效应力实现。分析中容

许误差衡量值选择 EAT = 0.01 kip 和 ERT= 1% ,以及按增量为 0.1in.进行施加自由

端位移。 

 

图 5.8  Beam#R-1 在实验中内置截面附近的“弯矩-曲率”关系 
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图 5.9  Beam#R-1 在计算分析中内置截面附近的“弯矩-曲率”关系 

悬臂的自由末端处的位移是由弯曲变形、剪切变形、混凝土和钢筋之间的

粘结滑移，以及由于钢筋从柱头处被拔出而引起的内置截面转动造成的。然而，

此处所采用的模型仅适用于弯矩变形；结果表明，图 5.7 中所示分析结果于图 5.6

中的实验结果数据相差很大。在悬臂的内置截面中，此处分析结果和实验结果之

间的偏差：当屈服之前是很小的；但是在屈服后的循环周期中，在实验中重新加

载时由于剪切和粘结滑移而引起滞回性能的紧束效应（pinching 效应），偏差会

特别的显著。在图 5.8 和图 5.9 中，把悬臂的内置截面附近的“弯矩-曲率”关系

的计算分析结果和实验结果作了对比。在此例中，因为其他非弹性变形的根源对

截面滞回响应不会造成太多的影响，故分析结果和实验结果比较的吻合。 

 

 

 

5.4 轴向压力作用下的单轴或两轴受弯柱 

Low 和 Moehle 在 1987 年进行了一系列柱的实验，旨在研究不同的荷载时

程对在恒定的轴向压力作用下的单轴或两轴受弯柱的影响。如图 5.10 所示，我

们选定两根柱试验样品模型来进行相互关系的研究，同样的我们也对模型的横截

面进行了上面的分析研究中类似的离散化，相应的模型数据在表 5.7 中列出。 
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图 5.10  Low-Moehle 试验样品柱#1 和#2 的结构网格划分 

这个模型由单一一个 beam-column 单元组成，它包含有根据试验样品的横

向钢筋数量的不同划分出的两种不同类型截面。相应的第一种截面是：在柱的下

半部分中，横向钢筋与核心约束混凝土的体积比 s 为 2%；相应的第二种截面是：

在柱的上半部分中，横向钢筋与核心约束混凝土的体积比 s 为 1.3%。相关的混

凝土和钢筋的模型材料参数分别列于表格 5.8 和表格 5.9 中，这里采用的材料参

数是从现有的混凝土的正方体或圆柱体试块受压实验结果信息中获取。试验中采

用 Scott 等人于 1982 年用于模拟约束混凝土行为性能的模型。 

 

Low-Moehle 试验样品柱#1 和#2 

Beam-column 单元的数量：1 

单元长度 = 20.25 in. 截面数量 = 4 

纤维数目 

截面类型 非约束混凝土 约束混凝土 钢筋 总计 

I 和 II 4×8+15×4 16×12 10 294 

表 5.7  Low-Moehle 试验样品柱#1 和#2 的离散化 

该分析中选取 EAT = 0.01 kip 和 ERT = 1%作为容许误差衡量值，分析中数

值模拟是位移控制下的，并且通过在柱头施加沿 y 轴和 z 轴的横向位移增量（范

围为 0.01~0.04 in）进行的。 

 

①第一个比较研究涉及到 Low 和 Moehle 试验样品柱#1。试验样品中施加的荷载

包括有两部分：施加在悬臂自由末端的一个沿弱轴 z 的横向周期应力；在实验过

程中施加的一个大小为 10 kips 的恒定轴向压力。如图 5.11 是试验样品#1 的分析

结果和实验结果的对比，它揭示了试验样品 z 方向中横向应力对自由末端位移响

应的影响。即使模型相对比试验样品明显的过刚，尤其是对初始阶段的滞回响应，

实验结果和分析结果之间都能很好的吻合。两者最初始响应阶段的刚度差异可以

认为是由混凝土收缩和温度变化而引起的试验样品的初始开裂的原因。在反向大

位移下的滞回性能差异，换句话说，可以认为原因是粘结滑移效应的重要影响和

纵向钢筋从支座中拔出。当数值模拟是在位移控制下进行时，这种影响是滞回响

应的紧束效应（pinching 效应）和试验样品相对于模型的初始强度损失位移的唯

一证据。 
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混凝土材料特性 

混凝土类型  ksiCE   ' ksiCf  0ε  εu  

非约束混凝土(截面 I 和 II) 3700 -5.30 -0.00200 -0.0119 

高约束程度混凝土（截面 I） 3700 -6.53 -0.00246 -0.3710 

中等约束程度混凝土(截面 II) 3700 -6.11 -0.00231 -0.2330 

表 5.8 混凝土材料特性 

钢筋材料特性 

钢筋类型  ksiSE   ksiyf  应变硬化率 

钢筋类型 1 29,000 64.9 0.0067 

钢筋类型 2 29,000 64.4 0.0038 

钢筋类型 3 29,000 73.1 0.0050 

表 5.8 钢筋材料特性 
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   图 5.11  Low-Moehle 试验样品#1：自由末端 Z 方向“荷载-位移”关系 
的实验结果和分析结果对比 

 

图 5.12  Low-Moehle 试验样品#2：自由末端 Y 方向“荷载-位移”关系 
的实验结果和分析结果对比 
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图 5.13  Low-Moehle 试验样品#2：自由末端 Z 方向“荷载-位移”关系 
的实验结果和分析结果对比 

②第二个比较研究涉及到 Low 和 Moehle 试验样品柱#2。试验样品中施加的荷载

包括有两部分：一个作用在试验样品悬臂自由末端处且与其主轴 Z 和 Y 夹角为

45°的横向周期荷载；一个在实验过程中大小恒定为 10 kips 的轴向压力。图 5.12

和图 5.13分别列出了横向应力对相应的Y轴方向自由末端位移响应和强轴受弯，

以及 Z 轴方向自由末端位移响应和弱轴受弯的分析结果和实验结果作对照。这

里通过修正计算机分析结果时考虑了试验样品#2 的P-Δ效应，用以涵盖横向位

移对悬臂底部弯矩的作用影响。在此情况下，柱底部处固定端的旋转是很小的或

者只按 4%考虑最大的自由末端位移。即使模型相对比试验样品明显的过刚，尤

其是对初始阶段的滞回响应，实验结果和分析结果之间都能很好的吻合。在反向

大位移下的滞回性能差异，换句话说，可以认为原因是粘结滑移效应的重要影响

和纵向钢筋沿柱高度方向被拔出。当数值模拟是在位移控制下进行时，这种影响

是滞回响应的紧束效应（pinching 效应）和试验样品相对于模型的初始强度损失

位移的唯一证据。 

Low-Moehle 试验样品#2 还被应用于几个参数的研究，这些参数是反映单元

中控制截面的数目对分析结果灵敏度。此模型是取决于在应力控制和位移控制下

单调荷载情况下强轴的单轴受弯，“荷载-自由末端位移”响应曲线如图 5.14、图

5.15 和图 5.16： 

①如图 5.14 所示，为悬臂梁在单调受弯情况下的“荷载-自由末端位移”响

应曲线。结果表明，单元弹性随着控制截面数目的减少而增加；并且积分截面的

数目越少，截面对单元固定端弹性的贡献就变得越显著。由于在一根悬臂梁的自

由末端加载时，固定端截面承受最大的弹性变形，故其自由末端位移随着控制截

面数目的减少而增加。8 个截面和 10 个截面的计算结果基本上不能区分出来，

这就意味着其收敛于问题的数值分析解；4 个截面和 6 个截面的计算结果与 10

个截面的计算结果获得的响应能够很好的吻合，其相应的最大应力误差分别仅是

5%和 2%.另外，观察发现只有 2 个截面的计算结果的最大应力误差高达 20%. 

②如图 5.15 所示，为悬臂梁柱在大小恒为 75 kips 的轴向压力作用且单调受

弯下的“荷载-自由末端位移”响应曲线。分析结果是在位移控制下获得的，以

此来跟踪研究当非约束混凝土表面有混凝土层裂现象时柱强度的损失。这种柱强

度的损失可称为柱的软化，它在单元采用至少 4 个截面时才显现出。当采用 2

个截面时，计算结果表明响应初期会过柔且会低估了屈服强度。 

③如图 5.16 所示，为悬臂梁柱在与图 5.15 同样荷载情况但忽虑了箍筋对混

凝土的套箍约束作用下的“荷载-自由末端位移”响应曲线。即使在此情况下强
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度的丢失是突然的、突变的，但是柱中采用至少 4 个截面时所得的结果与数值分

析解非常吻合。当采用 2 个截面时，响应初期会过柔；且当采用 2 个截面和 3

个截面时，峰后响应明显的偏离了其他情况。 

 

图 5.14 悬臂梁在单调受弯情况下其控制截面的数目 

        对“荷载-自由末端位移”响应的影响灵敏度 
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图 5.15 约束混凝土悬臂在单轴受弯和轴向压力同时作用时：分析控制截面的数目

对“荷载-自由末端位移”响应的影响灵敏度 

 

图 5.16 非约束混凝土悬臂在单轴受弯和轴向压力同时作用时：分析控制截面的

数目对“荷载-自由末端位移”响应的影响灵敏度 

另一个对试验样品#2 的分析是为了研究出一个变化的轴向应力对其滞回性

能的影响。遗憾的是，这个分析研究目前为止都没有可用的实验数据。分析中由

于悬臂中核心混凝土的约束减弱了，此时有混凝土极限应变 u 为 0.12。同样的

位移时程现在施加在主要的 y 和 z 方向，从而使悬臂自由末端的位移幅值达到

最大：-0.96 in.和 0.96 in. 在 x 方向的轴向应力围绕着平均压力大小 75 kips 波动

变化，且压力能达到的最大值为 105 kips、最小值为 45 kips. 如此，当构件在 y
和 z 方向按位移控制条件加载时，则在 x 方向是按轴向应力控制的。 

施加的荷载和位移变化是成比例的：在 y 和 z 方向的位移增量为 0.05 in；

在 x 方向的应力增量为 1.5 kips. 选取作为判断收敛的容许误差值是：绝对误差

EAT = 0.1 kips，相对误差 ERT = 1%. 分析结果如图 5.17、图 5.18 和图 5.19，它

们证明了所建立的模型能够正确描述构件的复杂响应，并且不会存在数值问题，

即使是在如周期变化的轴向应力且两轴受弯这样的复杂荷载时程下。 
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图 5.17 悬臂在轴向周期应力和二轴受弯作用下时 

         ——X 方向的“荷载-轴向位移”关系曲线 

 

图 5.18 悬臂在轴向周期应力和二轴受弯作用下时 
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         ——Y 方向的“荷载-轴向位移”关系曲线 

 

 

图 5.18 悬臂在轴向周期应力和二轴受弯作用下时 

         ——Z 方向的“荷载-轴向位移”关系曲线 



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

第六章 总结 

本研究的目的在于研发一种可靠的、计算高效的“梁-柱”(beam-column)

有限单元模型，用于分析由于周期荷载作用引起两轴受弯和轴向应力共同作用时

的钢筋混凝土构件响应。单元被离散成纵向钢筋和混凝土纤维，从而截面的“力

-形变”关系由纤维的“应力-应变”关系通过整合而得。现在单元的非线性性能

完全由钢筋和混凝土的非线性“应力-应变”关系整合导出。单元列式是基于满

足沿单元平衡性的弯矩和轴力分布函数，并且而后还需要一种弹性状态下的判定

算法，提供给计算机用于计算出单元刚度矩阵和单元阻尼矩阵。这里认为模型中

的纤维不会产生相对滑动（即认为完全地粘结），从而平截面假定成立（即截面

在构件受力变形后保持不变）。 

此处采用的用于单元状态判定的非线性算法是普遍适用的，即能够用于分

析研究任何截面的非线性“力-形变”关系。过程中涉及到一个单元的迭代计算

方案是否收敛于一种满足材料本构关系且指定容许误差限的状态。在单元迭代计

算时，假定的应力和应变插值函数总是能严格意义上满足的单元的平衡性和相容

性。达到收敛标准所需的单元迭代计算次数取决于单元刚度和选取的针对该问题

的容许误差限。通常来说，要达到非常小的单元容许误差限相应地需要采用很大

的单元迭代计算次数。相对而言，为了使结构自由度达到收敛，在单元层面上大

的单元容许误差限也要求相应的在结构层面上很大的迭代计算次数。本文采用的

方法是数值稳定和功能强大、高效、准确度高，其能够用于描述钢筋混凝土构件

复杂的滞回性能，如“应变硬化”、“紧束效应”和在节点和单元周期荷载作用下

的“软化效应”。 

本报告中还介绍了一种基于弹性有限元梁单元的用于施加单元荷载的新方

案。此过程是一种单元状态判定算法的自然延伸，且它是采用了在外加单元荷载

作用下精确的内部应力分布。相应的单元末端的固端力在单元状态判定迭代计算

过程中确定。在研究重力荷载作用对承受反向侧向荷载结构的影响时，单元荷载

的存在的很重要的。 

与基于相似刚度的“beam-column”单元相比，这里建议采用的模型提供了

3 个主要的优点：(a)由于沿着单元采用了精确的应力分布函数，只有少数单元需

要进行结构离散化；(b)单元软化能够被处理好而不引起数值困难；(c) 而且通过

在给定单元荷载时采用精确的应力分布函数，施加单元荷载是相当简单的。该单

元属于弹性单元，但又有区别——普遍和明显的状态判别列式过程依赖于相同的
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单元刚度矩阵列式平衡性和相容性条件，但不再凭借特定的逼近法和特殊的求解

方案来避免数值困难。与原来的纤维 beam-column 单元是基于时域内“事件-事

件”求解方案相比，这里建议的模型更具有普遍适用性，因为它不局限于采用逐

步分段线性的“力-形变”关系。它也能够更高效的处理在周期荷载作用下的大

型结构分析中可能产生的非常大数目的事件，因为它不再需要关注结构中每一次

刚度变化。 

通过对照分析，这里建议的模型的分析结果和实验数据能够很好的相关性，

特别地，当由于周期荷载作用导致调查研究中构件中产生从少到平均的损伤，它

也能如此。由于建议的 beam-column 单元是不考虑剪切变形的，故选取用于测试

模型有效性的试验样品要求能够忽略整体响应中剪切变形的贡献影响。在非常大

的非弹性变形下，该模型与实验测定中相比具有更高的结构抗力。这是理所当然

的，因为该模型不考虑其组素纤维的材料模型中几种重要影响，例如：非约束混

凝土和约束混凝土的疲劳损伤的影响、纵向钢筋的受压弯曲和剪切影响，以及构

件受损引起的钢筋粘结滑移。此外，该模型不能说明为什么钢筋从试验样品的底

部被拔出会引起其固定端的转动。在施加以位移控制条件时，钢筋被拔出对试验

样品的承载能力影响甚小，但是它对试验样品的重新加载时的刚度和能量耗散能

力有显著的影响。 

文中所建议采用的单元现在已做出了清晰的阐述，并且已应用于独立的计

算机程序 BEAMCOL 中。从而这里提出几点有待研究的问题： 

 更加精密的材料模型用于钢筋、非约束混凝土和约束混凝土的性能模拟后，

对钢筋混凝土构件在局部和整体的滞回响应所造成的影响需要进一步的研

究。目前这方面的研究仅局限于简单的结构模型，不具备重要特性的代表性，

例如：混凝土“应力-应变”关系的疲劳损伤影响、钢筋受压弯曲的影响，等

等。 

 需要对参数做出进一步的研究，从而得出构件中控制截面数目（积分点数目）

对单元响应影响的灵敏程度。本报告中的研究实例是在位移控制下进行的，

研究表明当“荷载-位移响应”能够用 3 个控制截面的模型很好的描绘，此时

控制截面数目对截面的“弯矩-曲率响应”是非常灵敏的。这对实际结果是非

常重要的，因为局部响应才是决定单元有效与否的关键，就如：最关键截面

的钢筋和混凝土应变。既然这样，就需要拟定一套建模的准则用于选择控制

截面的数目，以此来预测钢筋混凝土构件的可靠的弯曲和旋转延性、及其塑

性铰的长度。 

 应该考虑单元的二阶效应，用于研究由于强烈的地面运动引起的大横向摇摆
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下倾覆力矩的重要性，如 P-△效应引起的结构响应。 

 钢筋从基础和梁-柱连接处拔出，从而引起的固定端转动应该包含在模型中，

这里是通过修正固端截面性能或者是在梁固端加入特殊的铰单元来实现的。 

 沿单元的钢筋与混凝土间的相对滑移也是很重要的，特别地，如构件的延伸

长度不足够、相互搭接处，等等。考虑截面中存在杂质的影响，其本构关系

的研究是一项富有挑战性的工作，需要进行进一步的深入研究。 

 建议采用的单元不能够解决由剪切和扭转引起的变形所产生的影响。到目前

为止，还不清楚这些影响是否能通过合理的途径引入纤维 beam-column 单元

中，因而这个课题值得进一步的研究。 

 建议采用的单元提出了一种高效的引入单元荷载的新方法，这种方法能够很

好的适用于预应力混凝土构件的分析。其原理如下，通过建立一系列预应力

钢筋束模型与建议的钢筋混凝土 beam-column 单元平行并联，以此达到对单

元施加预应力的目的。这样的一种合成单元是当前课题研究的热点。 

 这里采用的非线性求解算法是普遍适用的。问题在于，通过对单元中不同截

面施加不同的非线性“力-形变关系”的这种实施方案有待进一步的探究；同

样地，如当系统中含有数个串联或并联的弹簧（包括串联和并联都有），该

算法的应用推广需要进一步的深入研究。 

 建议的 beam-column 单元如何在通用的有限元计算机程序中实施，从而应用

于大型结构的非线性静力和动力分析中，是一项非常重要的工作。目前，该

单元在有限元程序 FEAP 中取得了完美的应用。本研究中只进行了一些简单

的讨论，权且可作为一份对未来研究课题的报告。这些未来研究的课题包括：

若干参数的研究，用于探究在地震激励下的钢筋混凝土和预应力混凝土结构

的非线性分析中的建模准则；以及对程序 FEAP 结构中采用不同的非线性求

解方案的探究。 

 从一开始已有的有限元程序 FEAP 功能，到遵循的非线性求解方案，再到前

处理和后处理程序，需要开发一个完整的计算机工作界面和程序来用于钢筋

混凝土和预应力混凝土结构的非线性静力和动力分析。这样的一整套分析程

序包应该包括不同复杂程度水平的单元（从简单的线弹性单元到非常精密的

非线性 3-D 有限单元），并且应用它对同样的非线性结构模型进行分析应该

产生出无间隙的有限元模型。 
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             附录 A 求解算法总结 

这里用一系列和第 2、3 章末相应的步骤总结了杰出电脑程序的计算方案。

虽然第 2、3 章末尾的总结为了清晰，只局限于步骤顺序的基本描述,但本附录中

包含程序里详细的数值计算，根据 4.2 节介绍的符号，这个程序包含由上标表示

的一组复杂迭代过程中的每一个变量状态。这个算法由图 A.1~A.4 说明。 

 
（1）开始分析 
    设 k=1。 
（2）开始 Newton-Raphson 迭代 
    设 i=1。 
（3）解决全局等式和修改结构的位移增量 

    利用 i-1 步 Newton-Raphson 迭代的非平衡力向量  和结构的切线刚

度矩阵  ，可以从等式的线性方程组中计算出结构位移增量的改变量 

。 

                         



                 编写：陈学伟 华南理工大学高层建筑研究所翻译 
 

下载网站：http://www.dinochen.com                               Email: dinochen1983@qq.com 
 

在（19）中，非平衡力向量  是 i-1 步 Newton-Raphson 迭代中总作

用荷载与总抵抗力之相减之差。当 k=1 且 i=1 时， 。切线刚度矩阵 

 基于前一个 Newton-Raphson 迭代末尾的结构状态且在（18）中确定。

当 i=1 时，存在两种可能： 

k=1：初始刚度  通过在所有单元的截面处施加一个非常小的变形来确定。

纤维材料模量通过截面、单元及结构刚度的组集产生初始切线弹性模量 。

报告中的混凝土单元，在拉力作用下没有刚度；但在压力作用下，初始切线模量

总是对应初始切线刚度。 

K>1：结构刚度和 k-1 步荷载步最后的切线刚度一样，即 。 

结构位移增量  加上在 i-1 步 Newton-Raphson 迭代末尾的位移增量 

 得到第 i 步迭代的位移增量。 

                         

当 i=1 时， =0。 

（4）计算单元的变形增量 

利用兼容矩阵 ，单元变形增量的改变量  可以从结构位移增

量  中计算得到： 

                       
单元变形增量在第 i 步迭代中变为： 

                       

当 i=1 时， =0。注意，在单元的第 j 次迭代循环中，单元位移增量不会

改变。 
（5）开始确定单元状态 

设 j=1。 
（6）计算单元作用里增量的改变量 
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由两种可能： 

当 j=1 时，利用 i-1 步 Newton-Raphson 迭代末尾的单元切线刚度矩阵  ，

可以从 i 步 Newton-Raphson 迭代中单元位移增量的改变量 

 计算得到。 

                          

当 j>1 时，  可以从 j-1 步末尾的单元残余变形  和相应的

单元刚度矩阵计算得到。 

                          

（7）修改单元作用力增量和单元抵抗力 

根 据 单 元 作 用 力 增 量 的 改 变 量  ， 单 元 作 用 力 增 量 

 在第 j 次迭代中变为： 

 

当 i=1 且 j=1 时， =0。 

单元作用力增量加上 k-1 步收敛的荷载步末尾的抵抗力向量  等于单

元当前的抵抗力： 

                  

（8）计算截面的作用力增量 

用插值函数  计算截面作用力增量的改变量，相应的作用力增量变为： 
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当 i=1 且 j=1 时， =0。 

修改截面的当前作用力： 

            

当 k=1 时， 。 

（9）计算截面变形增量的改变量 

截面作用力增量的改变量的影响  加上 j-1 步迭代末尾的截

面残余变形等于截面变形增量的改变量： 

   

当 j=1 时， 。 

则截面变形增量变为： 

        

当 i=1 且 j=1 时， 。 

（10）计算纤维的变形增量 

用截面兼容矩阵  计算纤维变形增量的改变量，其相应的变形增量变

为： 

       
纤维变形变为： 
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当 i=1 且 j=1 时， 。 

（11）计算纤维应力，修改纤维的切线模量 

根据纤维当前的变形 ，纤维材料模量推出新的纤维应力 

  和修改后的纤维切线刚度模量 。 

（12）计算截面的切线刚度和柔度矩阵 

修改后的纤维切线模量  被用于计算截面当前的切线

刚度矩阵： 

 
其中， 

                

 时截面中纤维的总数。截面刚度矩阵的倒数是截面的柔度矩阵： 

                
（13）计算截面抵抗力 

截面抵抗力由纤维应力  和截面抵抗力之间的平衡决

定。 
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（14）计算截面的非平衡力 

截面非平衡力由作用荷载和抵抗力之差得到： 

           

检查非平衡力向量是否满足规定的截面容许误差。 
（15）计算截面残余变形 

               
（16）计算单元柔度和刚度矩阵 

单元柔度矩阵时截面柔度的数值之和： 

      

其中，m 是梁柱单元中测试截面的数量。  是截面在局部参考系中的 x 坐标。

 是相应的加权因子。单元刚度矩阵是柔度矩阵的倒数。 

                      
（17）检查单元收敛性 

当截面的所有非平衡力满足规定的截面容许误差时，单元收敛。由两种可能： 
a) 如果满足收敛性，则继续（18）。 
b) 如果不满足收敛性，则要计算单元的残余变形： 

             ， 
迭代 j 增大 1 然后回到（6）。 
（18）计算结构抵抗力，修改结构刚度矩阵 

当所有单元都满足收敛性时，第 i 步 Newton-Raphson 迭代就完成了。利用表

达式 
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                     ， 

可以通过所有单元的抵抗力  的集合计算结构的抵抗力 。 

结构切线刚度矩阵由单元刚度矩阵组集得到： 

                    。 

（19）计算结构的非平衡力 
结构的非平衡力由总的作用荷载和总的抵抗力之差得到： 

                         

其中，  由 k-1 步荷载步末尾的总作用荷载和当前的荷载增量来决定 

                          

当 k=1 时， 。 

（20）检查结构的收敛性 
如果结构的非平衡力满足规定的容许误差，则结构收敛。相似地，由两种可

能： 
a) 如果不满足收敛性，i 增大 1，然后回到（3），开始下一步 Newton-Raphson
迭代。 
b) 如果满足收敛性，则第 k 步荷载步就完成了,继续（21）。 
（21）修改作用力和变形增量，开始新的荷载步 

所有的作用力和变形向量都是由第 k 步荷载步的向量增量加上 k-1 步荷载步

末尾相应的总作用力和总变形得到的。 

                   
在这个意义上，由两种可能： 

a) k=kn，整个外部荷载  都生效，分析完成。 

b) k<kn，k 增大 1，计算新的结构非平衡力向量，然后回到（2）。 
 

这个总结提到纤维梁柱单元的杰出应用，这些应用和 FEAP 程序中的应用在
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一些方面有所不同。FEAP 程序中变量的修改遵循 2.5 和 3.6 节中的总结及相应

的数据。单元和结构层次的收敛性标准是不同的，就像第 4 章所谈论的那样：这

个杰出的程序通过监测截面的非平衡力检查单元收敛性，但通过监测总体自由度

来检查结构收敛性。而在 FEAP 程序中，单元和结构的收敛性都是通过监测增量

来检查的。后一种方法比较普遍，特别适合接近临界荷载能力的结构，这在 4.5
节中讨论过。 

非线性解法的步骤见图 A.1~A.4。图 A.1 描述的是结构的荷载—位移发展史。

结构经历了三个荷载步增量 。每一个荷载步用三次 Newton-Raphson 迭代

来达到满足平衡性和相容性条件的结构状态收敛性。图 A.2、A.3、A.4 分别描述

了在单元、截面、纤维内相应的力—变形的发展史。每张图包括两条曲线。上面

的曲线展示了完整的荷载历史，而下面的曲线强调了第二个荷载步（k=2）。特殊

的标记符号表示结构、单元、截面和纤维的状态。圆圈表示结构上的收敛状态。

正方形表示单元上的收敛状态。棱形表示一种在单元内满足平衡性和相容性，但

违反截面的作用力—变形关系的不收敛的中间状态。在每一次 Newton-Raphson
迭代循环 i 的末尾，正方形代替了棱形；在每一步荷载步 k 的末尾，圆形代替了

正方形。正方形和圆形出现在所有层次中，例如，结构、单元、截面和纤维。棱

形只出现在单元、截面和纤维中，因为他们涉及单元中的迭代循环。 
重要的是要注意，作用力和变形向量不在所有单元中具有收敛性的每一步

Newton-Raphson 迭代末尾修改，而是在结构具有收敛性的每一步荷载步末尾修

改。对纤维的本构关系来说，修改的过程非常重要。纤维的抵抗力和切线模量是

基于前一步荷载步的总应变   和当前的应变增量 

 计算的。这个过程保证了非线性解法的独立路径。

它的一个优点是当不收敛时，分析会在前一步收敛的荷载步中增加小的增量重新

开始。在这个程序和 FEAP 程序中都是用这种修改程序。 
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                附录 B  

均布荷载在线弹性悬臂梁中的应用 

这个附录展现了 4.5 节中那个简单的例子所包含的计算步骤。图 4.2 展示了

承受均布竖直荷载的线弹性悬臂梁。图 B.1、B.2 与图 4.3、4.4 相似，但包含了

更多关于求解过程中变量发展的信息。第 4 章的上标符号表示结构和单元层次的

迭代过程：k 表示荷载步，i 表示结构层次的 Newton-Raphson 迭代循环，j 表示

单元层次的循环。这里，刚度和柔度矩阵不需要上标，因为它们在线弹性单元内

不会变化。第 2、3 章介绍了在这个例子中使用的基于弹性的求解方法。 
均布荷载在线弹性悬臂梁中的应用包含以下系列计算步骤： 
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                          因为单元是线弹性的，所以有： 
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                      单元没有满足收敛性，计算  
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                      因为单元是线弹性的，所以有： 
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                            单元满足收敛性 
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                            因为单元是线弹性的，所以有： 

 

                             单元满足收敛性 
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                             结构满足收敛性 
 
                              修改向量 

 
                              分析结束 
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附录 C  

一个简单软化系统中求解算法的应用 

利用图 4.5 所示的两个伸长的弹簧串联的简单系统的帮助，说明了确定单元

状态的非线性求解算法。一个弹簧是线弹性的，另一个是线弹性应变软化的

（linear elastic-strain softening）。就像第 4 章所讨论的，二弹簧系统的平衡性和相

容性推导出下列关系： 

 

在这个说明性的分析中，施加一个独立的变形增量 ，试图求出相应的

抵抗力增量 。因此，没有必要使用上标 k 和 i，仅仅描绘单元层次循环序列

的上标 j 就足够描述系统变量的求解。上标 i 仅用一次来表明单元变形已经修改。

因为假定系统刚开始时没有应力的，所以把初始状态描述成： 

 

图 4.6 描述了二弹簧系统非线性分析的步骤。首先，施加变形增量 。在

循环中，为了满足相容性要求，增量保持不变。单元的总变形变为： 

                 
然后单元循环开始： 

J=1，基于初始单元刚度 ，由 对单元的作用力增量  做个初始估
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算。确定由这个伸长弹簧中的作用力增量引起的变形增量： 

 

修改弹簧的变形和作用力，确定弹簧新的柔度 

 

其中，  是弹簧的初始残余变形， =0。计算弹簧抵抗力  和 ，

以及相应的非平衡力： 

 

计算弹簧的残余变形  和 ： 

 
修改单元的柔度和刚度矩阵： 

 
检查单元的收敛性：弹簧 B 有明显的非平衡力，因此单元不满足收敛性。计
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算单元残余变形 ： 

 
j=2 

开始新的单元循环。利用 j=1 阶段末尾的单元残余变形计算新的单元作用力

增量： 

 

修改弹簧的变形和作用力，确定弹簧新的柔度： 

 

计算弹簧抵抗力  和 ，以及相应的非平衡力： 

 

计算弹簧残余变形  和  ： 

 
修改单元的柔度和刚度矩阵： 
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    检查单元的收敛性：两个弹簧都没有非平衡力，因此，单元满足收敛性，分

析完成。 


