
第二章 

关于钢筋混凝土平面应力结构有限元分析的文献回顾 
本章回顾了由平面应力单元组成的钢筋混凝土结构基于各种模型的模拟。2.1 节回顾以

往关于钢筋混凝土性能预测分析模型的研究，特别是由休斯顿大学开发的一系列模型。讨论

了一些重要的本构模型的特性和非线性有限元分析。2.2 节和 2.3 节分别阐述了循环软化膜

模型（CSMM）(Mansour and Hsu 2005a and 2005b)和面向对象有限元程序 OpenSees 框架

（Fenves 2001）。最后 2.4 节对本章内容做了总结。 
 

2.1 文献回顾 
关于钢筋混凝土平面应力结构的非线性有限元分析已经提出了很多分析模型。这些模

型中包括了桁架模型，各向正交异性模型，非线性弹性模型，塑性模型和微观模型等等。

ASCE Task 委员会和 ASCE/ACI 委员会已经对这些模型做了总结回顾。在这些模型中，与

其他模型相比，只有各向正交异性模型同时考虑了精确性和经济性。为了联系本文所研究的

内容，阐述了以往对钢筋混凝土各向正交异性模型的研究及这些模型在钢筋混凝土平面应力

结构中的应用。 
2.1.1 以往其他学者的研究 
    Vecchio 和 Collins（1981 and 1982）提出基于旋转裂缝法的压力场原理（CFT）。在此模

型中，正交异性的方向分别垂直和平行于主应变方向，且在加载过程中连续变化。由于假设

混凝土拉应力为 0，CFT 没有考虑混凝土的拉伸硬化。因此 CFT 能够预测试件的破坏荷载

而不能够预测受剪刚度。1986 年，CFT 经过修改变成修正压力场原理（MCFT）（Vechio and 
Collins,1986），它包括了混凝土在拉力作用下的各种关系，以此更好地建立受剪刚度模型。

Vecchio（1989 and 1990）发表了 MCFT 的有限元公式。在 MCFT 中，开裂钢筋混凝土被当

作各向异性材料，其主轴位于主应变的方向。在混凝土开裂后，忽略泊松效应。整个有限元

过程基于迭代和割线刚度。该模型被用来预测面板试验和深梁试验的单调响应。面板试验响

应和分析响应普遍符合得很好。 
Balakrishnan 和 Murray(1988c) 同过采用他们自己的本构关系 (Balkrishnan and 

Murray,1988a and 1988b)提出了一种旋转裂缝模型来预测剪力板和深梁的单调行为。当混凝

土出现裂缝后，泊松比设为 0。该模型被 Vecchio 和 Collins（1982）用来预测许多面板试验

及配有和未配腹筋的钢筋混凝土深梁的行为。 
Crisfield 和 Wills(1989)采用不同的材料模型对由 Vecchio 和 Collins（1982）开展的许多

钢筋混凝土板试验进行了分析。模型包括了固定裂缝模型，摇摆裂缝模型和简化的塑性模型。

固定裂缝模型定义正交裂缝的方向由超过混凝土开裂应力的第一主应力方向控制。摇摆裂缝

模型是一种旋转裂缝模型，它假设主应力和主应变方向重合，其主轴被定义为主应变的方向。

塑性模型在压力作用下有一个矩形屈服面，在此范围内不允许有拉力。作者对板的这三种模

型进行了广泛的研究，并把分析结果和试验结果进行了对比。作者同时验证了固定裂缝和旋

转裂缝模型之间的差别。本文中的有限元程序是基于迭代和切线刚度公式上的。需要指出的

是数值求解方法引用的是弧长方法，它能获得包括下降段在内的完整的单调加载相对变形响

应。 
Ayoub 和 Fillippou(1998) 提出了一种旋转裂缝模型，它是对 Vecchio(1990) 和

Balakrishnan 、Murrary(1988a,1988b,1988c)的各向正交异性模型的一种延伸。Vecchio 和
Collins（1982）的面板试验及 Cervenka 和 Gerstle(1971)的剪力墙试验都在相关的研究中被引

用。对分析和试验结果进行了很好的比较。作者指出用传统的 Newton-Raphson 迭代分析方



法来判断破坏强度是不可能的，因为数值模拟过程中的收敛失败将会被错误地当作材料破

坏。作者采用线性平面弧长模型（Crisfield1982）解决数值问题，并得到了完整的板件的剪

应力应变响应。 
Kaufmann 和 Marti(1998)提出了开裂膜模型(CMM)，它综合了 MCFT 模型和拉伸硬化模

型。采用在开裂表面具有平衡性的裂缝之间的逐步的，完全刚塑性混凝土-钢筋粘结滑移关

系，建立混凝土拉伸硬化模型。Foster 和 Marti(2003)把 CMM 补充进有限元公式，并用

Meboom(1987)和 Zhang(1992)的剪力板试验，Paulay(1971)的连梁试验，Leonhardt 和

Walther(1966)的两跨深梁试验得出试验数据修正它。 
Vecchio(2000 and 2001a)开发了扰动应力场模型（DSFM），它是处于旋转裂缝和固定裂

缝方法之间的模型。DSFM 包括了沿着开裂表面的剪切滑移，这使得该模型比 MCFT 更复

杂。用板件和深梁的试验结果对 DSFM 预测的结果进行修正，并跟 MCFT 的分析结果进行

比较。在大多数情况下用 DSFM 和 MCFT 预测的结果很接近。 
Belletti 等人（2001）通过引用混凝土和钢筋的应力应变关系，骨料咬合及销栓作用，

提出了固定裂缝模型。模型中引进 Pang 和 Hsu(1995)提出的表示受压混凝土行为中的拉应变

效应的软化系数。。。。分析了在东京大学和在休斯顿大学进行的板件试验。该模型的预测结

果与试验结果很一致。 
Kwon 和 Spacone(2002)在三维有限元分析中应用旋转裂缝来预测钢筋混凝土柱的力与

位移关系的单调曲线。分析结果与试验结果进行了对比。采用混凝土三维本构模型和单轴钢

筋模型。把三维本构模型解藕到三个不同的单轴应力应变关系中。把该模型补充进有限元软

件 FEAP 中（Taylor1999）。混凝土用三维 8 节点块单元建模，钢筋当作杆单元建模。在分析

中同时采用了切线和割线刚度公式。作者发现切线方法在应力应变曲线的峰值点有数值困

难，所以决定在有限元分析中采用割线方法。 
以上回顾的模型被用在预测钢筋混凝土板单元的单调行为。从 1980 年起，学者开始开

发各种分析模型，预测承受反复循环加载的钢筋混凝土的行为，这也可以被用来预测钢筋混

凝土结构的动力性能。 
Okamura 和 Maekawa(1991)提出承受反复循环荷载的钢筋混凝土的本构规律。该本构模

型主要是针对未开裂和开裂后的混凝土，混凝土和钢筋之间粘结的建模。作者补充材料本构

规律到有限元方法中，并开发了名叫“WCOMR”的二维有限元软件。该软件应用于在反复

循环荷载作用下的钢筋混凝土剪力墙的非线性分析。分析结果与试验结果达到了很好的一

致。 
Izumo 的人（1992）提出一种用于钢筋混凝土板件承受单调和反复循环荷载的分析模型。

从钢筋和开裂混凝土的本构模型中建立分析模型。开裂混凝土模型中包含了混凝土的拉伸硬

化，受压开裂混凝土和沿着开裂表面的剪力传递。该模型用反复循环加载作用下的钢筋混凝

土板的试验来修正。 
Shin 等人开发出一种计算机程序，预测在反复循环加载作用下的钢筋混凝土剪力墙的

行为。此程序包括了用墙元模拟的钢筋混凝土弥散裂缝模型和用节点单元模拟的分离裂缝模

型。预测结果用反复循环加载作用下的剪力墙试验结果来修正。 
Sittipunt 和 Wood（1995）开发了用于研究结构墙的循环响应的有限元模型。在混凝土

材料中采用弥散固定裂缝模型。在滞回模型中考虑混凝土的各种特性，包括受压软化，拉伸

硬化和循环荷载作用下混凝土特性的退化。剪应力公式的模型也考虑了骨料咬合，销栓作用

及在循环荷载作用下的强度退化的影响。在结构墙的有限元划分网格中，用四节点等参平面

应力单元建立混凝土单元模型。钢筋建模成两节点桁架单元。每一个混凝土单元被四个钢筋

桁架单元包围。用高宽比为 2.0 的高层剪力墙的试验结果修正分析模型。 
Ile 和Reynouard(2000)提出用于预测钢筋混凝土平面应力结构的循环响应的弥散固定裂



缝模型。用固定裂缝方法把混凝土建模为四节点单元。钢筋建模为两节点桁架杆单元，假设

在混凝土和钢筋之间存在完全的粘结。该模型预测结果与在单调和反复循环加载下的剪力墙

试验结果进行对比。在单调和循环分析中采用修正 Newton-Raphson 法的求解算法。该模型

被用来预测承受地震荷载的剪力墙结构的动力性能。在动力分析过程中的数值积分中采用

Newmark 的常数平均加速度方法。数值分析结果与试验结果显示出很好的一致。 
Palermo 和 Vecchio（2003）提出一种部分弥散旋转裂缝模型，用于模拟承受反复循环

剪力作用下的钢筋混凝土单元，这是对单调模型 MCFT 的一种延伸和扩展。提出了混凝土

和钢筋的循环应力应变模型。该模型被补充到二维非线性有限元软件中。该软件基于采用总

荷载和迭代分析过程而形成的割线刚度公式。钢筋被建模成弥散单元，也可用桁架杆单元离

散地表示。该循环模型用在反复循环荷载作用下的高宽比大于 2.0 的细长结构墙和方形墙的

试验结果来修正（Palermo 和 Vecchio2004a）。 
Foster 等人（2004）把以往旋转裂缝模型 CMM（Kaufmann 和 Marti1998；Foster 和

Marti2003）扩展为一种固定裂缝模型。这种模型被进一步扩展而考虑了循环作用。该模型

被合并到一种有限元软件中，其得出的结果用单调加载作用下的板件试验和在反复循环加载

作用下的多层剪力墙结构试验来修正。剪力墙用四节点等参混凝土膜单元建模，钢筋用一维

叠加单元建模。对在反复循环加载作用下的剪力墙的预测结果很好符合了试验数据。作者指

出预测的结果只对于由钢筋行为控制的剪力墙是有效的，而当剪力墙的破坏是由混凝土的性

能控制时，这种相关性将无效。 
近年来，一些学者已经研究了对在反复循环加载作用下的钢筋混凝土剪力墙行为的有

限元模拟。Palermo 和 Vecchio（2004a）把扰动应力场模型扩展到循环作用，预测结构墙在

反复循环荷载作用下的特性。Shirai 等人（2004）对盒状钢筋混凝土剪力墙在由不同角度输

入的循环侧向荷载作用下的性能进行有限元模拟。Delapace 等人（2004）提出了一种研究钢

筋混凝土剪力墙破坏和断裂的层次化方法。Tanabe 等人（2004）提出一种分析钢筋混凝土

剪力墙的次剪切破坏和研究剪力墙局部破坏的分析模型。 
 

2.1.2 以往休斯顿大学研究小组所做的研究。 
在过去 20 年中，休斯顿大学通过使用万能板件试验机进行了大量广泛的关于钢筋混凝

土行为的试验和理论研究（Hsu and Pang 1995a;Hsu 等人 1995b）。万能板件试验机能进行足

尺钢筋混凝土构件（1398mmX1398mmX178mm）在剪应力和正应力作用下的试验。从 1987
年以来，已经进行了超过 100 多块板的试验，建立了四种预测钢筋混凝土膜构件的非线性受

剪行为的分析模型。它们分别为旋转角软化桁架模型，RA-STM(Hsu1993;Belarbi and 
Hsu1995;Pang and Hsu1995)，固定角软化桁架模型，FA-STM(Pang and Hsu 1996;Hsu and 
Zhang1997)，软化膜模型，SMM(Hsu and Zhu 2002)，及循环软化膜模型，CSMM(Mansour and 
Hsu 2005a,2005b)。这些模型都是合理的，因为它们都满足 Navier 的三个材料力学原理：应

力平衡，应变协调和材料本构关系。这四个模型的特征总结如下。 
第一个模型为旋转角软化桁架模型（RA-STM），这是一种旋转裂缝模型。RA-SAT 相

对 CFT 有两个改善的地方：（1）考虑了混凝土的拉应力，因此能准确预测变形，（2）在弥

散裂缝水平上推导出埋置在混凝土中的钢筋的平均应力应变曲线，因此它可以准确用在平衡

和协调方程中，这是建立在材料连续性基础上的。 
1996 年，休斯顿大学研究小组（Pang and Hsu,1996;Hsu and Zhang 1997）报告了固定角

软化桁架模型（FA-STM），它假设裂缝出现的方向与所施加的主拉应力方向垂直。采用受

剪混凝土复杂的本构关系来考虑在沿着裂缝方向的混凝土支撑中的剪应力。虽然比 RA-STM
复杂，FA-STM 能够预测混凝土的贡献（Vc）。Zhu，Hsu 和 Lee(2001)推导出一种合理的剪

切模量并编写出像 RA-STM 一样简单的新求解算法 FA-STM。Wang 等人（1999）和 Wang and 



Hsu(2001)将 FA-STM 补充到通用有限元软件 FEAP（Taylor1999）中，预测钢筋混凝土结构

的单调行为。预测结果与梁，板及框架剪力墙的试验结果符合得很好。 
RA-STM 和 FA-STM 都能满足预测受剪钢筋混凝土构件的前峰值行为（上升段）的要

求。然而力-变形曲线的后峰值行为（下降段）不能被这两种模型准确预测出来。这是因为

在这些模型中忽略了由泊松效应产生的开裂钢筋混凝土的应力应变及泊松比设为 0。为了研

究代表两个主应变的相互作用的泊松效应，做了 12 块板的试验，来定量泊松效应

（Zhu2000;Zhu and Hsu2002）。发现可以通过两个 Hsu/Zhu 系数来表征泊松效应，定义为“基

于弥散裂缝概念的开裂钢筋混凝土的泊松比。”在后屈服范围内的 Hsu/Zhu 系数 V12（由垂

直压应变产生的拉应变）被定为常数 1.9，Hsu/Zhu 系数 V21（由垂直拉应变产生的压应变）

被设为 0。 
Hsu 和 Zhu(2002)开发了软化膜模型（SMM）来预测钢筋混凝土膜构件的受剪行为。通

过加入 Hsu/Zhu 系数，SMM 能预测膜构件的包括后峰值段的整个剪应力应变曲线。跟

FA-STM 相似,SMM 也假设构件中裂缝的方向与所施加的主拉应力方向垂直，因此得到混凝

土贡献 Vc。通过采用由 Zhu,Hsu 和 Lee（2001）提出的简化合理的剪切模量，SMM 得到了

很大的简化，代替了受剪混凝土的复杂的经验性的本构关系。SMM 能够预测文献中所有板

件试验的单调行为(Pang and Hsu1995;Zhang and Hsu 1998;Vecchio and Collins 1982)。 
Mansour 和 Hsu（2005a,2005b）提出了循环软化膜模型（CSMM），来预测包括了卸载

和再加载应力应变曲线的钢筋混凝土膜构件的反复循环受剪响应。CSMM 是对 SMM 的一

种延伸和扩展，在膜构件中加入了混凝土和钢筋的循环本构规律（Mansour,Lee and 
Hsu2001）。在 CSMM 中，假设在循环加载作用下的后屈服阶段的 Hsu/Zhu 系数 V12（由垂

直压应变产生的拉应变）为常数 1.0，这是基于 Mansour（2001）报告的板的剪应力应变曲

线的相关研究。Hsu/Zhu 系数 V21（由垂直拉应变造成的压应变）被设为 0。CSMM 被用来

预测配有不同钢筋网格方向和配筋率的钢筋混凝土板的试验循环受剪响应。CSMM 根据在

休斯顿大学进行的 15 个钢筋混凝土板试验进行了修正。建立 CSMM 中的本构规律来预测滞

回环，剪切刚度，剪切延性和在循环剪力作用下的钢筋混凝土板的耗能能力。 
近年来，为了研究混凝土本构关系中法向应力的作用，在休斯顿大学进行了钢筋混凝

土板在剪力和法向应力作用下的试验（Kumar2004）。SMM 和 CSMM 中的本构规律广泛地

考虑了法向应力效应（Hsu 等 2005）。 
另一方面，用有限元方法进行大量钢筋混凝土结构的动力分析，来预测钢筋混凝土结

构的抗震性能(Mo and Jost 1993a and 1993b;Mo and Chang 1993 and 1995;Mo and Lai 
1996;Mo and Hwang 1997;Mo 等 2004)。Mo 和 Jost(1993a)预测了多层剪力墙结构的地震响

应，并研究了钢和混凝土材料强度中的变化效应。Mo 和 Jost(1993b)编写了用于钢筋混凝土

框架剪力墙结构动力分析的算法。Mo 和 Chang（1933 和 1995）分析了首层柱底装有聚四氟

乙烯滑块的多层剪力墙的地震响应特征。Mo 和 Lai（1996）用计算机分析程序研究了钢筋

混凝土结构碰撞中的变形效应。Mo 和 Hwang（1997）为研究周边钢筋混凝土建筑地震响应

中深基坑的影响，对其进行了有限元分析。Mo 等人（2004）用有限元分析研究了有火灾损

伤的钢筋混凝土建筑的地震响应。调查了火灾位置和持续时间，地面加速度及结构中的轴力

的影响。 
2.1.3 文献中三个课题的讨论 
2.1.3.1 弥散裂缝模型对离散模型 

根据钢筋混凝土有限元模型的报告（ASCE1982;ASCE/ACI1993），混凝土的受拉开裂是

钢筋混凝土中的非线性最重要的来源之一。裂缝可以通过两种方式建模：离散裂缝和弥散裂

缝。离散裂缝模型中，裂缝被离散地建模成一种几何上的非连续性，这经常隐含着用有限元

拓扑结构的连续变化来反映裂缝的开展。离散模型也是基于素混凝土和钢筋的应力应变关



系，它们的相互作用通过沿着钢筋的粘结滑移和沿着裂缝表面的剪切滑移来体现。这样，离

散建模就显得很费力，最适用于由很少裂缝控制的破裂情况下的材料建模。这种模型不适用

于整个结构的主体部分，比如剪力墙，这是因为在建立粘结滑移和剪切滑动的模型是很困难。

Shipment 和 Gerstle(1979)的研究表明，剪力墙在循环加载作用下的变形并不随着粘结处的变

形增大而显著增大，而主要是由混凝土强度和刚度的降低引起的。Choi 等（1991）和 Stevens
等（1991a and 1991b）进一步表明钢筋混凝土中混凝土与钢筋之间的粘结滑移量不是承载力

降低的主要因素，除非破坏是由于粘结引起的。 
RA-STM,FA-STM,SMM 和 CSMM 都是弥散裂缝模型，把钢筋混凝土的裂缝当作一种连

续的的材料。这样，力的平衡方程和变形的协调方程是基于很好地建立起连续介质力学原理。

为了联系平衡和协调方程中应力应变，混凝土和钢筋的本构关系必须基于弥散应力和弥散应

变。休斯顿大学在过去 15 年里已经建立起在单调和循环加载作用下混凝土和轻型钢筋的弥

散应力与弥散应变的关系曲线（Belarbi and Hsu 1994 and 1995;Mansour 等 2001）。 
这些弥散裂缝模型是很先进的，因为它们决定了开裂钢筋混凝土构件的整体刚度和强

度特性而没有直接处理裂缝宽度、裂缝长度和粘结滑移接触面的变化。弥散裂缝模型在由足

尺试验中直接得到的植筋弥散应力应变曲线公式中间接考虑这些变化。跟大多数模型将混凝

土开裂后的混凝土泊松比设为 0 相比，SMM 和 CSMM 采用 Hsu/Zhu 系数考虑开裂钢筋混

凝土的泊松效应。基于试验结果，在单调荷载作用下 Hsu/Zhu 系数 V12（表示 2 方向的压应

变对 1 方向的拉应变的影响）在钢筋屈服后设为常数值 1.9（Zhu and Hsu2002）。因为 SMM
和 CSMM 把开裂钢筋混凝土当作一种连续材料，Hsu/Zhu 系数对于弥散混凝土和弥散钢筋

都是一样的。 
2.1.3.2 旋转裂缝 VS 固定裂缝 

固定裂缝在处理混凝土裂缝时被首先提出（ASCE1982）。在这些模型中，正交裂缝由

超过开裂应力的第一主应力控制。虽然接下来主拉应力能以与原始两个固定正交方向成一定

角度建立，但是一旦裂缝开始出现，正交方向就假设被固定了。采用固定裂缝方法的分析结

果通常是高估了响应和极限承载力（Crisfield and Wills 1989;Kollegger 1991）。 
旋转裂缝模型，例如 CFT 和 RA-STM，是在假设裂缝方向与混凝土主压应力方向（与

开裂构件的主压应变方向一样）倾斜成一定角度基础上提出来的。这个角度称为旋转角，因

为混凝土主应力的坐标随着比例荷载的增加而旋转。由于裂缝方向假设常常沿着混凝土主应

力方向，采用旋转裂缝方法不能预测试验中观察到的混凝土贡献。 
与固定裂缝模型相似，钢筋混凝土模型 FA-STM,SMM 和 CSMM 假设裂缝出现在钢筋

混凝土构件上所施加主压应力的方向上，而不是出现在混凝土的主压应力方向上。只有当构

件承受不断增加的比例荷载时，所施加的主应力方向保持不变。因为混凝土的主应力方向不

同于构件上所施加的主应力方向，混凝土剪应力能从这偏离角度中计算出来而得到混凝土贡

献 Vc。因为开裂钢筋混凝土被当作连续材料，剪切模量（Zhu,Hsu and Lee 2001）不是一种

独立的材料性质，而是由主应力方向上钢筋混凝土的应力应变决定。在 Zhu 等的剪切模量

中，构件主应变的偏离角度被假定与混凝土主应力的偏离角度一致。 
2.1.3.3 应用于非线性有限元分析中的技术 

在建立钢筋混凝土模型后，它们可以被补充进有限元软件中，来预测钢筋混凝土组件

或整个结构的行为。非线性有限元技术和计算设备的不断改善使得模拟钢筋混凝土结构更加

可行。 
由于混凝土和钢筋的材非线性行为，钢筋混凝土结构的有限元分析是一个高非线性的

问题。对于非线性有限元问题，经常采用增量过程。结构的切线刚度矩阵把荷载增量和位移

增量联系起来。它加入了联系应力增量和应变增量的切线材料本构矩阵。因为增量过程将导

致误差的积累，必须提出一种采用有效求解算法的迭代过程来将积累的误差最小化。因此，



增量方法和迭代过程的组合作为大多数的非线性有限元分析的基础。在求解非线性方程时，

最著名的求解算法时 Newton-Raphson 方法。就如在文献回顾中关于本构模型有限元的应用

看到的那样，钢筋混凝土结构非线性有限元分析中的求解技术随着钢筋混凝土本构模型的改

进而不断进步。 
割线刚度公式在预测单调加载结构响应时被认为时稳定而简单的。然而，在循环和动

力荷载作用下，采用割线刚度公式的求解过程将变得很复杂。切线刚度公式对于不同种类的

荷载更为通用，大多数有限元软件的迭代过程都是基于切线刚度公式开发出来的。在上升段，

首先应用力控制进行单调分析。然而，在荷载控制下，用 Newton-Raphson 迭代方法不可能

去判断什么时候到了极限荷载。建议用位移控制和弧长控制方法替代荷载控制（Ayoub and 
Filippou1998），这样就能够绕开裂缝阶段和最大强度而得到整条荷载-变形曲线。在过去 20
年中，一些先进的求解过程例如“线性-研究”法，用加速度的 quasi-Newton 法，弧长法，

自动增量法，以及为非线性分析提出的再-开始法（Crisfield 1997）。采用这些先进技术能大

大改进钢筋混凝土结构的有限元分析。 
然而，钢筋混凝土结构的有限元分析仍然是一个巨大的课题。大多数非线性有限元软

件将包含相似的过程，包括建立有限元模型，例如节点，单元，材料和荷载；采用迭代算法

求解非线性方程；以及记录分析结果。如果研究人员独立去开发他们自己的有限元软件，这

将是一个异常费力的工作。而且，研究人员花这么多时间和精力去开发通用有限元代码是很

不经济的。越来越多的研究人员想去用通用的有限元软件或是框架例如 FEAP，ABAQUS，
或是 OpenSees，这些可以让使用者补充进自己的单元和本构规律。传统的通用有限元软件

是用面向功能的 FORTRAN 语言编写的。与面向功能语言相比，面向对象语言例如 C++和
Java 已经显著地改进了软件的扩展性和适用性。近年来，面向对象的程序被应用在有限元分

析中，以及一些有限元软件和框架中，例如已开发出的 OpenSees(Fenves 2001)。 
OpenSees 是 Open System for Earthquake Engineering Simulation 的缩写，由加州大学伯

克利分校的太平洋地震工程中心（PEER）开发。OpenSees 是一种面向对象的框架，采用有

限元法应用于地震工程模拟。Opensees 一个很关键的特点是组件的可交换性以及可以将已

存在的库和新的组件集成到框架中而不必改变已有的代码（Fenves 2001），这使得添加新的

单元，材料和其他组件变得很方便。同时，OpenSees 已经加入了许多学者在进行钢筋混凝

土结构非线性分析时建议的先进技术。荷载控制，位移控制和弧长法在 Opensees 静力分析

中都可以适用。Newmark 法、Wilson-θ法和其他方法对于动力分析都适用。不同的非线性

分析求解算法比如 New-Raphson 法，修正的 Newton 法及加速度搜索 Quasi-Newton 法在

Opensees 中也都适用。而且，Opensees 是一种资源开放的软件，这意味着它具有一种通信

机制来交换数据和累积每一个人的研究成果。因此，它有成为一种地震工程的共同体代码的

潜力。 
可以从文献回顾和相关的讨论中得到两点结论：（1）在弥散裂缝模型中，CSMM 提高

了最适当的本构关系，来预测钢筋混凝土构件在循环荷载作用下的行为；（2）进行非线性有

限元分析时，OpenSees(面向对象有限元框架)对于地震工程研究共同体是最合适的框架。 
关于 CSMM 和 Opensees 框架的具体细节将分别在 2.2 节和 2.3 节中表述。 

2.2 循环软化膜模型（CSMM） 
2.2.1 平衡和协调方程 

本模型考虑的和图 2.1 所示的面内单元由两层以与主应力方向成一给定角度正交钢筋

网进行加强。在公式中用到两个笛卡尔参考坐标系。第一个笛卡尔参考坐标系 L-T 坐标系

统代表纵向和横向钢筋方向。第二个参考坐标系 1-2 坐标系统代表主应力方向。为了计算的

目的，假设钢筋均匀分布在 L 和 T 方向，膜单元等厚度。作用在单元四个边界上的主应力

假设是均匀分布的。 



 

   膜单元中联系所施加的应力 ）与钢筋 和混凝土

的内应力的三个平衡方程表述为：（Pang and Hsu 1996） 

 
定义在钢筋L-T坐标系中的钢筋应变和主应力1-2坐标系中的混凝土应变的三个协调方

程表述如下： 

 

在 CSMM 中，方程（2.4）到（2.6）中的应变 都是双轴应变，考虑

了开裂混凝土的 Hsu/Zhu 系数（Zhu and Hsu 2002）。 
2.2.2 双轴应变 VS 单轴应变 

为了求解方程（2.1）到（2.6）中的六个平衡和协调方程，混凝土和钢筋的应力应变关

系必须基于双轴应变 。因为一般的实验室试验只能提供混凝土和钢筋的

单轴本构关系（而不是双轴本构关系），因此在使用单轴本构关系前，方程（2.4）到（2.6）
中的双轴应变必须转化为单轴应变。这样，采用 Hsu/Zhu 系数（V12,V21）推导出了联系双

轴应变 和单轴应变 的一组四个方程如下： 



 

 

一旦单轴应变 定下来了，就可以通过循环荷载下的单轴本构关系求解

出方程（2.1）到（2.3）中的应力 。 

如前面所提过的，通过考虑 Hsu/Zhu 系数，开发了 SMM 来预测钢筋混凝土膜单元在单

调剪应力作用下的整体行为。Zhu 和 Hsu(2002)具体地阐述了在单调剪应力作用下板件的两

个 Hsu/Zhu 系数。发现第一个系数 V12（表示 2 方向的压应变对 1 方向的拉应变的影响）随

着钢筋应变的增加而增加，在屈服后变成常数 1.9。发现第二个系数 V21（表示 1 方向的拉

应变对 2 方向的压应变的影响）在加载过程中基本上为 0。 
然而，在循环荷载作用下，裂缝闭合和开启的反复循环使得 Hsu/Zhu 系数 V12 减少。

在 CSMM 中，假设 Hsu/Zhu 系数 V12 在循环荷载作用下变为 1.0，这是基于 Mansour（2001）
的报告中关于板的剪应力应变曲线的对比研究。Hsu/Zhu 系数 V21 在循环荷载作用下设为 0，
与单调加载情况一样。 
2.2.3 材料的本构模型 
2.2.3.1 混凝土循环单轴本构关系 

受压和受拉开裂混凝土的循环单轴本构关系总结在图 2.2 中。Mansour,Lee 和 Hsu(2001)
已经报告了这些本构关系的发展。这些以往提出的混凝土循环本构关系有下面两种特征。第

一，由 Belarbi and Hsu(1994;1995)和 Hsu and Zhang(1996)开发的混凝土循环应力应变曲线的

包络曲线和混凝土的单调应力应变曲线很相似。第二，开发了混凝土卸载和再加载阶段的新

的本构关系，其中考虑了裂缝的开启和闭合。 



 

 

 



2.2.3.2 受剪混凝土的本构关系 

   Zhu,Hsu 和 Lee（2001）给出了联系 1-2 坐标系统中的混凝土剪应力 和剪应变

的合理方程： 

 

其中 和 分别是主应力 1 方向和 2 方向的弥散混凝土应力， 分别是主应力 1

方向和 2 方向的双轴弥散应变。 
2.2.3.3 低碳植筋的循环单轴本构关系 

植入混凝土中的钢筋和承受单轴应变的钢筋的循环本构关系已经由 Mansour，Lee 和
Hsu(2001)提出。植筋在循环加载和单调加载下的弥散应力应变曲线（实曲线）总结在图 2.3
中。为了比较，图 2.3 也包括了裸露钢筋的单调应力应变关系（虚线）。可以看到植筋的循

环应力应变曲线有下面两个特征。第一，植筋循环应力应变曲线的拉力包络曲线与植筋的单

调应力应变曲线很类似。第二，新的植筋卸载和再加载应力应变曲线考虑了包辛格效应。 
当植入混凝土中的钢筋在裂缝处开始屈服时，裂缝之间的植筋应力比裂缝出的屈服应

力更小，因为部分拉力由混凝土承担。使用弥散裂缝概念，钢筋的应力沿着横穿几条裂缝的

钢筋平均。开始屈服时的弥散钢筋应力将明显小于裂缝处裸露钢筋的局部屈服应力。如图

2.3 所示，第 2T 阶段，在开始屈服时的钢筋弥散应力 低于裸露钢筋的屈服应力 。 

Hsu(1993)和 Belarbi 和 Hsu(1994;1995)表明 之间的差别取决于参数 B，其中

。参数 B 从一个含有三个变量 的函数中推导出来，它跟

变量裂缝宽度、裂缝长度和粘结滑移的接触面等有关。比如，钢筋密度 的降低将导致低

碳钢筋弥散屈服应力 的降低，同时将导致裂缝宽度和裂缝长度的直观增加。Hsu 和 Zhu

（2002）报告参数 B 在 从 0.25%到 5.24%的实际范围内及 超过 100Mpa 时是有效的。 



 

 

 
2.2.4 试验修正 
   CSMM 被用于预测有不同钢筋网格方向和配筋率的钢筋混凝土膜单元的试验循环剪切

响应（Mansour2001;Mansour and Hsu 2005a,2005b）。此外，CSMM 被用来解释剪应力应变



曲线滞回环中是否存在箍缩机理（Mansour 2001;Mansour and Hsu 2005a,2005b）。 
图 2.4 表示 CSMM 预测钢筋混凝土板在循环剪力作用下的响应的有效性。该图对比了

两块板用 CSMM 预测和试验做出来的滞回剪应力应变曲线。可以看到 CSMM 确实可以用来

成功预测有不同钢筋角度的钢筋混凝土板中有无箍缩效应以及高精度的峰值前和峰值后行

为。 

 

 

2.3 有限元框架 OpenSees 
   Opensees(Fenves 2001)是一种采用有限元法的面向对象的软件框架，用于地震工程

中的模拟应用。它由一组有限元建模的模块，分析过程的规范，分析过程中被监控数量的选

择，以及结果输出组成。Opensees 网站上关于 Opensees 特点的描述简述如下： 
在 Opensees 框架下，每一个有限元分析包括四个主要类型的对象：模型创建工具对象，

域对象，分析对象和记录对象如图 2.5 所示： 



 

模型创建工具对象构建节点和节点质量，生成单元和单元的材料，定义作用在节点和

单元上的荷载，以及定义施加在节点上的约束。模型创建工具负责在模型中创建对象，例如

节点，质量，材料，单元，荷载模式，约束等等，并把它们加到域当中。 
用模型创建工具生成对象后，它们被存储到域对象中。域对象也提供了从分析和记录

对象到域中对象的通道，并在分析过程中保持模型的状态。 
分析对象负责对模型进行静力或动力分析。分析对象包括约束处理器，计算器，分析

模型，求解算法，积分器和方程系统。这些对象定义了分析如何进行。约束处理器对象定义

了节点自由度之间的关系，并形成分析中约束方程。计算器用来创建自由度数目对象，这在

方程数目和自由度之间形成了映射关系。分析模型对象包括一些有限元对象和自由度组对

象。求解算法对象定义了用于求解非线性方程的的求解算法。目前，Opensees 求解算法对

象包括了一些方法例如线性，Newton-Raphson，修正 Newton-Raphson，带有线性搜索的

New-Raphson,带有加速度搜索的 New-Raphson 和其他算法。积分器对象决定了分析中每个

t+dt 时间内的预测步和校正步，并指定了任一迭代时的切线矩阵和残余向量。积分器的类型

对于静力和动力分析是不一样的。静力分析的积分器对象包括荷载控制，位移控制和弧长控

制。动力分析的积分器对象包括 Newmark 法，Wilson-θ法，Hillbert-Hughes-Taylor 法和其

他方法。方程系统对象用来存储和求解分析中的方程系统。 
记录对象用来监控分析过程中域组件的状态，并把状态写进文件或是数据库中。 
在这个框架下，如要引进一种新的单元类型或是新的材料，可以将新的相关的对象类

型根据框架指定的规范加到 Opensees 中而不用改变已存在的代码。这是因为把定义在核心

组件（抽象类型）中的接口最小化，使得加入新的组件类型更加容易并足够大，确保可以适

应所有要求的东西。 
Opensees 不能够进行钢筋混凝土膜结构的非线性有限元分析，比如板和剪力墙，这是

因为钢筋混凝土中没有膜模型。而且，Opensees 中混凝土和钢筋的单轴材料模型太简单了，

需要建立更成熟的模型。比如，Opensees 中的混凝土模型混凝土 01 没有考虑受拉混凝土的

应力和由于垂直方向的双轴拉应变产生受压混凝土的软化效应。钢筋模型钢筋 01 没有考虑

在卸载和再加载路线的包辛格效应。因此，钢筋混凝土平面应力材料的新的有限元模型可以

被补充进 Opensees 中，来分析钢筋混凝土膜结构。 
2.3 结论 

在本章中，文献回顾了以往关于钢筋混凝土基于模型模拟的开发和有限元分析模型在

钢筋混凝土结构中的应用的研究。回顾强调了在休斯顿大学进行的研究。讨论了关于钢筋混

凝土基于模型模拟和非线性有限元分析的问题。特别提出的是循环软化膜模型（CSMM）



（Mansour and Hsu 2005a and 2005b）和有限元框架 Opensees（Fenves 2001）。基于本章中描

述的回顾，得到了三个主要的结论： 
1. 循环软化膜模型（CSMM）是一种合理和适当的模型，能够预测钢筋混凝土平面应力单

元的循环剪切行为。 
2. Opensees 是一种用于非线性有限元分析的面向对象框架软件，能被适当地应用在钢筋混

凝土平面应力结构的静力、循环和动力特性。 
3. CSMM 能被补充进 Opensees 来预测钢筋混凝土平面应力结构的非线性有限元分析。 
 
 
                                                      （本章 Trans by 罗凡） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

第三章 

RC 平面应力结构有限元分析 
3.1 介绍 

本章一开始介绍了周期软化膜模型（CSMM）（Mansour and Hsu 2005a and 2005b）的有

限元列式，包括基于 CSMM 的钢筋和混凝土单轴材料单元。CSMM 中使用的坐标系统、平

衡和协调方程通过有限元列式描述，并得出基于 CSMM 的钢筋混凝土材料本构矩阵。描述

了材料本构矩阵的割线和切线列式，以及钢筋混凝土平面应力单元有限元分析的迭代解法。 
对于静力和动力分析，本文均采用了不同的积分方式。介绍了两总静力分析的积分方法，分

别为荷载控制和位移控制，并讨论了各自的优缺点；也介绍了动力分析的两种积分方法，即

Newmark 法和 Wilson-θ 法以及其分析过程。 
最后，通过在 OpenSees（Fenves2001）有限元系统中加入 CSMM，开发了非线性钢筋混凝

土有限元程序 SRCS，并给出了程序的详细内容。 
3.2 单轴材料模型 

本文中，根据 CSMM 中混凝土和钢筋的单轴本构关系创建了两个混凝土单轴模型

ConcreteZ01 和 ConcreteZ02，以及钢模型 SteelZ01。作为比较，介绍了 OpenSees（Fenves2001）
中现有的两个单轴材料模型——Steel01 和 Concrete01.表 3.1 列出了 5 个模型并在接下来 5
节分别描述。 

 

3.2.1 Steel01 
图 3.1 为基于单轴双线性材料模型的钢模型 Steel01.，屈服之前为弹性部分，屈服后为

应变强化部分。卸载和重新加载路径遵循双线性模式，其路径斜率屈服前与弹性模量相同，

屈服后与硬化模量相同。定义钢模型 Steel01 需要钢筋屈服前后的屈服应力和杨氏模量。 



 
3.2.2 Concrete01 

混凝土模型 Concrete-1 包含修正的 Kent and Park 材料模型（Kent and Park 1982），其退

化的线性卸载和重新加载路径依据 Karsan and Jirsa（1969）的成果。Concrete01 未考虑拉应

力。图 3.2 显示了修正的 Kent and Park 模型，表达式总结如下： 

 

cf =混凝土纵向压应力（MPa） 

'
cf =混凝土圆柱体抗压强度（MPa） 

ε =混凝土纵向压应变 

sρ =核心区混凝土体积配箍率 

''b =外围箍筋包围的核心区混凝土宽度 



yhf =箍筋的屈服强度（MPa） 

S=箍筋间距 
图 3.3 描述了 Concrete01 的卸载和重新加载路径： 

1) 从包络线上某点开始卸载的路径为连接卸载时的应变 rε 和应力为 0 的点（应变= pε ）。

Karsan and Jirsa（1969）给出了直线的表达式如式 3.5 和 3.6： 
    

 

 



 

2) 混凝土应力为 0 时的应变小于完全卸载的应变（应变= pε ）。重新加载时，只要应变小

于 pε ，应力均为 0。应变大于 pε 时，重新加载路径与卸载路径的直线重合。 

3.2.3 SteelZ01 
钢模型 SteelZ01 包括包络线和 CSMM 中软钢单轴本构模型卸载/重新加载模式。包络线

的公式为式(2.21)至(2.25)。式(2.26)至(2.29)描述了非线性卸载和重新加载路径。由于式(2.26)
中应变由应力的形式给出，需要进行迭代求出给定应变下的应力。为避免迭代，Jeng（2002）
提出了使用线段代替非线性曲线的多线性简化模型。 
图 3.4 中，虚线表示 CSMM 定义的卸载和重新加载路径，实线表示 steelz01 采用的线性简化。

图 3.4 中两个折点—— 1 1( , )m mfε 和 2 2( , )m mfε ，分别为 1 0.65m yf f= ± 和 2 0mf = ， 1 2,m mε ε

通过把 1 2,m mf f 带入式(2.26)的 sf 计算得出。一旦折点确定，直线段上的应力值即为折点间

应变和应力的线性函数，并易求出给定应变下的应力。从而避免了原始曲线的迭代过程。为

计算式 2.27 和 2.28 中的 A 和 R，设定其默认值为 1.9 和 10。用户可以自定义其值。 
图 3.5 显示了使用 SteelZ01 的应力应变滞回环的例子。 



 

 



3.2.4 ConcreteZ01 
混凝土模型 ConcreteZ01 根据 2.2.3 节中提到的 CSMM 往复单轴混凝土模型而创建。该

往复单轴混凝土模型考虑了混凝土桁杆垂直方向拉应变的软化效应。 
Concretez01 模型的拉压包络线与 CSMM 中混凝土本构模型相同，包络线的表达式如下： 

 

定义 为 CSMM 中的原始混凝土本构模型。为简化起见，钢筋比 'η /ζ

的影响忽略不计，设 'η =1.0。 

 
CSMM 混凝土本构模型中定义的卸载和重新加载路径在 ConcreteZ01 中简化，如图 3.6 所示。

包络线上升断的卸载和重新加载路径简化为斜率为初始混凝土模量 0cE 的一条直线， 

 



 

压区包络线下降段的卸载和重新加载路径斜率简化为斜率为 0.8 0cE 。从拉到压的重新加载

路径反映了在达到压区包络线峰值之前的混凝土裂缝的完全闭合以及达到峰值之后的部分

闭合。 
3.5.2 ConcreteZ02 

Concretez01中，式23.7压区上升段。根据式3.7，混凝土抗压初始模量为 0cE ，即
'

02 /cf ε 。

式 3.7 能准确描述大多数混凝土的受压行为。然而，对于弹性模量远小于 0cE 的混凝土而言，

需要修正混凝土的抗压本构关系。图 3.7 中所示的混凝土模型 ConcreteZ02 修正了

ConcreteZ01 模型，其受压包络线的初始线性路径斜率修正为 cE 。 cE 是混凝土受压弹性模

量，为 ConcreteZ02 的一个参数，需要用户输入。受压包络线上升和下降段的卸载重复加载

路径斜率考虑为 cE 何 0.8 cE 。 cE 的取值区间为
'

02 /cf ε 至
'

0/cf ε 。 



 
 
3.3 CSMM 的有限元列式 
3.3.1 坐标系统 

三维笛卡尔坐标系，x-y, 1-2, xsi-ysi, 在钢筋混凝土单元中定义，如图 3.8 所示。x-y 坐

标系表示单元的局部坐标，1-2 表示施加应力的应力主轴方向，与 x-y 坐标成 1θ 夹角。钢筋

可以在混凝土中各向分布。Xsi-ysi 坐标系表示第 i 个方向的钢筋，钢筋所在方向 xsi 轴与 x-y

坐标系成 siθ 夹角。 



 

x-y 和 1-2 坐 标 系 中 的 应 力 应 变 向 量 分 别 记 为 { }T

x y xyσ σ τ ，

1
2

T

x y xyε ε τ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭ ，{ }1 2 12

Tσ σ τ 和 1 2 12
1
2

T

ε ε τ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭ ，其中 12τ =0,

因为 1-2 坐标系表示主应力方向。 

通过转换矩阵[ ]( )T α ，应力和应变可以在不同坐标系下转换。[ ]( )T α 为： 

 

其中 cos( )c α= ， sin( )s α= ，夹角α 为两坐标系的夹角。 

使用转换矩阵把应力和应变从 x-y 坐标系转换到 1-2 坐标系的表达如下： 

 



 
3.3.2 平衡和协调方程 

施 加 在 x-y 方 向 的 应 力 { }x y xyσ σ τ 和 主 应 力 方 向 的 内 力

( )x y xyσ σ τ 已经钢筋方向的钢筋应力 ( )sif 由平衡方程联系起来： 

 

其中 siρ 为 i 方向的配筋率；[ ][ ]1 1( ) ( )T Tθ θ− − 分别是 1-2 和 si six y− 坐标系对 x-y

坐标系的转换矩阵。 

协调方程定义为 si six y− 向钢筋应变 ( )siε 和 1-2向混凝土应变 1 2 12
1
2

T

ε ε τ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

的关系，如式 3.18： 

 

需要指出的是，式 3.18 中的钢筋应变 ( )siε 和混凝土应变 ( )1 2ε ε 均为双轴应变。 

 
3.3.3 双轴应变 vs 单轴应变 

（Hsu 和 Zhu，2002）已经使用 Hsu/Zhu ratio( ( )12 21,υ υ 推导出了双轴应变和单轴应变

的关系，第二章已经介绍了 Hsu/Zhu ratio( ( )12 21,υ υ ，混凝土双轴应变 ( )1 2ε ε 转换得

到混凝土单轴应变 ( )1 2,ε ε ，然后再转换得到如下的钢筋单轴应变 ( )siε ： 



 
其中 

 

当通过式（3.19）和（3.21）得到混凝土和钢筋的单轴应变后 ( )1 2ε ε ( )siε ，式（3.17）

中的混凝土应力 ( )1 2 12
c c cσ σ τ 和钢筋应力 ( )sif 可以通过材料的单轴本构关系求

得。 
 
3.4 材料本构矩阵 

材料本构矩阵表示单元的应力应变状态的关系。材料本构矩阵也被一些研究员称作材料

刚度阵。材料本构矩阵可以以割线或切线列式表达。材料割线本构矩阵表示单元应变和应力

绝对值的关系，而切线本构矩阵表示单元应力应变增量的关系。这一章，使用 CSMM 的钢

筋混凝土膜材料本别以割线和切线列式推导。材料本构矩阵的详细推导见附录 A。本文的有

限元分析使用材料切线本构矩阵，因为 OpenSees 采用切线刚度列式。 
 

3.4.1 材料割线本构矩阵 

钢筋混凝土平面应力单元的材料割线本构矩阵[ ]D 列式为： 



 
其中 

[ ]cD 为混凝土单轴割线本构矩阵,  

[ ]siD 为钢单轴割线本构矩阵； 

[ ]V 为式（3.20）中使用 Hsu/Zhu ratio 把双轴应变转换为单轴应变的矩阵， 

[ ]1( )T θ 为 x-y 对 1-2 坐标系的转换矩阵 

[ ]1( )T θ− 为 1-2 对 x-y 坐标系的转换矩阵 

[ ]( )siT θ− 为 xsi-ysi 对 x-y 坐标系的转换矩阵 

[ ]1( )siT θ θ− 为 1-2 对 xsi-ysi 坐标系的转换矩阵 

 

混凝土单轴刚度阵[ ]D 为： 

其中 1
c

E 和 2
c

E 为某一应力 /应变状态下 1、2 方向的混凝土单轴模量的割线刚度，

 为式（2.20）给出的混凝土剪切模量。 

钢筋单轴刚度阵[ ]siD 为： 



 

其中
c
siE 为钢筋单轴割线模量，在一特定应力/应变状态下确定。 

[ ]D 通过平衡方程、相容方程和 CSMM 中定义的材料本构关系推导得出。如式（3.23）所

示 ， 矩 阵 [ ]D 由 钢 筋 和 混 凝 土 组 成 。 式 （ 2.23 ） 右 边 第 一 项

，为混凝土的贡献。

为局部坐标系中给定单元应变下计算局部坐标下混凝土的式子。这一转换的过程可以通过

从右向左的描述出来。首先，矩阵[ ]1( )T θ 为单元双轴

应变从局部坐标系转换为主应力坐标的转换矩阵；然后，矩阵[ ]V 用来在主应力坐标系下

把双轴应变转换为单轴应变；通过混凝土单轴刚度阵[ ]cD ，可以得到主应力方向的混凝

土应力；最后，通过使用转换矩阵[ ]1( )T θ− 主应力方向的混凝土应力转换回局部坐标系。 

式（3.23）右边部分的第二项， ，

为钢筋的贡献。由式（3.19）和（3.21）， 可以得到第 i 方

向的钢筋单轴应变。然后，使用钢筋单轴刚度阵[ ]siD 计算第 i 向钢筋应力。最后，i 方向

的钢筋应力通过转换矩阵[ ]( )siT θ− 转换回局部坐标系。 

 
3.4.2 材料切线本构矩阵 

对于本文使用的方法，钢筋混凝土单元的列式为切线本构矩阵 D⎡ ⎤⎣ ⎦ ：  



D⎡ ⎤⎣ ⎦ 通过计算得到： 

 

其中[ ]cD 为混凝土单轴切线刚度阵，[ ]siD 为钢筋单轴切线刚度阵。式中（3.23）另一

个 D⎡ ⎤⎣ ⎦ 为同样的定义。 

混凝土单轴本构矩阵 cD⎡ ⎤⎣ ⎦ 为： 

 

其中 1
c

E 和 2
c

E 分别为某一应力/应变状态下 1、2 向的混凝土单轴切线模量；非对角元素

通过使用单轴本构关系得到，并考虑 1-2 向非零的混凝土应力和

单轴应变状态，因为混凝土受压时的应力和应变被各向异性的拉应变软化，式（2.20）给出

混凝土剪切模量 。 



 

其中 siE 为某一特定应力/应变状态下钢筋单轴切线模量。 
 
3.5 RC 平面应力结构的分析方法 

确定材料切线本构矩阵 cD⎡ ⎤⎣ ⎦ 后，单元切线刚度矩阵可以通过几本的有限元法得出： 

 

其中[ ]B 是基于假设的形函数的矩阵。（即应变-位移矩阵） 

钢筋混凝土结构进行非线性分析需要进行切线刚度迭代的过程。图 3.9 显示了使用

Newton-Raphson 法的增量迭代分析流程图。通过这一方法，可以先得到材料切线本构矩阵

D⎡ ⎤⎣ ⎦ ，然后计算得到单元切线刚度矩阵 [ ]k 和单元抵抗力增量向量 fΔ 。之后，组装

得到整体刚度矩阵[ ]K 和整体抵抗力增量 FΔ 。材料本构矩阵 D⎡ ⎤⎣ ⎦ 、单元切线刚度矩

阵[ ]k 、整体刚度矩阵[ ]K 在每次迭代中更新直至满足收敛准则。 



 

 

图 3.9 非线性分析算法 
图 3.9 中灰块显示了使用 CSMM 的材料本构矩阵形成过程。它指出为得到钢筋混凝土平面

应力单元的材料本构矩阵 D⎡ ⎤⎣ ⎦ 需要再附加一个迭代过程，因为在得到 D⎡ ⎤⎣ ⎦ 以前主应



力角 1θ 是未知的。RC 平面应力单元的刚度计算过程为图 3.9 中的外面白色块。 

图 3.9 流程图需要指出一些问题： 
1) 该流程图为 RC 平面应力结构使用荷载增量的简单分析过程。可以使用其他静力积分的

方法如荷载控制法，和动力积分法，如 Newmark 法和 Wilson-θ 法适用于各种非线性

有限元分析。3.6 节简单介绍了本文使用的静力动力积分方式。 

2) 流程图中算法使用了 Newton-Raphson 法。每次迭代中计算材料本构矩阵 D⎡ ⎤⎣ ⎦ 、单

元切线刚度阵[ ]k 和整体刚度阵[ ]K 。同样可以使用修正的 Newton-Raphson 法和使

用加速度技术的 Newton-Type 法如 KrylovNewton 法(Carlson and Miller 1998)。3.6.1 节

简单介绍了常用的迭代算法。 

3) 流程图中的增量平衡方程[ ]{ } { }K u RΔ = Δ 用于静力分析。对于动力分析，运动

的增量方程有相似的形式，不过刚度阵[ ]K 和{ }RΔ 需要包含每一时间步的质量、

阻尼比、算法参数、速度和加速度等系统特性。3.6.3 和 3.6.4 节分别描述了动力分析中

的 Newmark 法和 Wilson-θ 的运动增量方程。 

4) 需要定义收敛准则以判断迭代是否已经收敛。准则可定义为节点非平衡力、位移增量和

能量增量。常用的收敛准则为力准则、位移准则和能量准则。给予相对正则值的准则如

下所示： 

 

其中： 

UΔ 为节点位移增量 

R 为节点非平衡力 
下标 i 表示第 i 次迭代 
下表 0 表示第一次迭代 
TOL 为容许偏差，根据问题的精确度要求而定。 



3.6 求解算法 
通常使用增量法研究非线性有限元问题。对于非线性问题，增量法会导致误差积累。使

用某一算法的迭代过程可以纠正累积误差。因此，大多数非线性有限元分析的基础既是增量

法和迭代过程的组合。分析过程中，积分算法确定了分析过程的下一步预测，并决定了迭代

的切线矩阵和参与向量。本文介绍了静力动力分析常用的积分算法，比如力控制、位移控制、

Newmark 法和 Wilson-θ 法，以及它们的分析过程。算法确定了迭代过程中解非线性方程的

步骤。本节也描述了不同的算法，3.6.1 节对不同算法进行了简单比较。 
3.6.1 荷载控制迭代法 

通常使用增量过程研究非线性有限元问题。结构切线刚度阵为荷载增量和位移增量的关

系，其中包含了表示应力应变增量关系的材料切线本构矩阵。荷载控制时，总荷载被划分为

小的荷载增量。依次施加荷载增量，开始进行迭代直至结构层面上达到收敛，然后进行下一

步加载。 
解非线性方程，常用的算法是完全 Newton-Raphson 法。每次迭代中，刚度阵依次更新

直至收敛。刚度阵从上一次迭代解中计算，直至收敛。也可使用修正 Newton-Raphson 法。

与完全 Newton-Raphson 法不同是，整个迭代过程均使用上次收敛的平衡方程，直至本次迭

代收敛。整个迭代过程中，初始刚度法使用初始刚度阵。 



 



 



 
Newton-Raphson 法收敛速度快，图 3.10（c）中方法仅需少量迭代即可收敛。每次迭代，

残余应力比图 3.10（a）和（b）方法的参与应力要小。但是，每次迭代均需要获得切线刚度

阵，对于大型结构而言工作量很大。图 3.10（a）显示了初始刚度法的迭代过程。对比完全

Newton-Raphson 法，每次施加荷载的开始即计算出初始刚度阵，并在迭代过程中保持不变。

收敛需要多次迭代。修正 Newton-Raphson 法平衡了计算和迭代次数。通过使用加速度技术

改进 Newton-Type 法可得到许多算法，比如 KrylovNewton 法（Carlson and Miller 1998）。
KrylovNewton 法为使用“Krylov 子空间”加速度的修正 Newton-Raphson 法，从而大大减少

了求解的迭代次数。 
3.6.2 位移控制迭代法 

有两种方法给结构施加荷载：荷载控制和位移控制。可以通过位移控制法得到完整的荷

载-位移曲线，包括上升段、下降段和滞回环。另外，接下来还将描述位移控制相比荷载控

制的优点。 
1) 荷载控制不能显示结构的局部响应，比如混凝土开裂导致的力暂时降低。更重要的是，

它不能得到结构极限强度和峰值后的结构响应。荷载控制时荷载-位移曲线的顶点附近

切线刚度阵几乎奇异。Ayoub（1995）和 Ayoub and Filippou（1998）指出求解不能收敛

并不是说明结构已经倒塌，而是由于解法收敛性不好。位移控制时，特别是用弧长法进

行位移控制，可以得到开裂点和最大值之后的结构响应，并能得到完整的上升和下降段

的响应。 



2) 不考虑个人喜好问题时，位移控制法显示出比荷载控制法更快和更稳定的收敛特征，本

文中也可以从钢筋混凝土平面应力结构的非线性有限元分析中观察到这一特性。 
许多研究者（例如：Zienkiewcz1971；Haisler 等，1997；Batoz 和 Dhatt1979）提出了位

移控制法以解决荷载控制法的局限性。同时，非线性分析中诞生了弧长法来解决局部和整体

有限点（limit points）的问题，弧长法中荷载因子为变量。Riks（1972）最先提出了弧长法，

Crisfield（1981）使之改进。接下来介绍 Batoz 和 Dhatt（1979）最先提出的基于弧长法的位

移控制。 
位移增量分为两部分： 

 
其中 

uΔ =非平衡荷载产生的位移增量 

ruΔ =参考荷载产生的位移增量 

λ =荷载因子，待定的系数 

现在，定义操作向量 

 

其中只有第 n 个元素为 1，其余均为 0. 

一阶估计值 uuΔ 和 ruΔ 可以解线性方程组得到： 

 
其中： 

tK =刚度阵 

uPΔ =外部非平衡荷载 

r r nP pΔ = Γ ； 

rp =参考荷载的大小 

荷载增量第 n 个元素可表示为： 

 



对于施加在第 n 个自由度上的指定位移增量δ ，式（3.38）可以表示如下： 

 

完成δ 的迭代过程表示如下： 

（1）第一次迭代从式（3.39）中可得到 

 
 
（2）接下来的迭代中第 n 个自由度必须保持不变，即： 

 

其中 λΔ 为参考荷载因子的增量 

（3）收敛满足后，可以得到产生指定荷载增量的真实荷载 P： 

 
该位移控制法可以结合 Newton 型的算法。 
3.6.3 Newmark 法 

动力学分析中 Newmark 法（Newmark1959）和 Wilson-θ 法是鼎鼎大名的两个方法。

OpenSees 已经在对象中加入了这两种方法。本节和下一节分别简单介绍 Newmark 和

Wilson-θ 法的理论背景，也介绍了使用这两种方法的非线性系统迭代过程。 

第 i 步和第 i+1 步的位移、速度和加速度的显式关系为： 

 

其中 , i iiu u and u
• ••

为第 i 步位移、速度和加速度的粗略值， tΔ 为时间间隔。 

Newmark（1959）提出了求解结构动力学最流行的算法之一。方法基于从第 i 步到第 i+1 步

的位移、速度和加速度的插值： 



 

其中 为第 i+1 步的粗略值； β 和γ 为不同 Newmark 法定

义的参数。 

通常的γ 和 β 是
1
2

γ = 和
1 1
6 4

β≤ ≤ 。当
1
2

γ = 和
1
4

β = 时，Newmark 法称作平

均加速度法。平均加速度法是无条件稳定的。当
1
2

γ = 和
1
6

β = 时，称作线性加速度法。

线性加速度法的稳定条件是 0.551
n

t
T
Δ

= ，其中 nT 为结构最短的自然周期。 

对于非线性系统的增量法列式，式（3.47）和（3.48）可写作： 

 



 

 

其中 ik 是静力分析中的刚度阵， ipΔ 是施加给结构的荷载增量，对于非线性系统 îk 不为常

量。 

可以从式（3.54）中看出与静力分析相似的过程，需要考虑系统属性 m,c,加速度参数 β

和γ ，已经速度和加速度。 

对于非线性系统，式（3.53）和（3.54）描述的增量过程需要进行迭代。以下为 Newmark
法蒂 i 步时间步的分析过程，使用了修正 Newton-Raphson 法： 



 

需要指出的是，使用修正 Newton-Raphson 法每一时间步只需计算一次切线刚度 ik 。对

于完全 Newton-Raphson 法，每次迭代的（4）至（5）步均需计算切线刚度 ik 。 

3.6.4 Wilson-θ 法 

Wilson-θ 法（Wilson1973）是对线性加速度法（
1
2

γ = 和
1
6

β = ）这一特殊的

Newmark 法的修正。Wilson-θ 法假设在延长的时间步 t tδ θ= Δ 上加速度线性变化，使得

其无条件稳定。 

把
1
2

γ = 和
1
6

β = 带入式（3.51）到（3.56），时间间隔 tΔ 改为 tδ ，得到： 



 

使用修正 Newton-Raphson 法的 Wilson-θ 法迭代过程如下： 

 

如果θ =1，Wilson-θ 法既是线性加速度法，其稳定条件为 0.551 nt TΔ < 。如果 1.37θ ≥ ，



Wilson-θ 为无条件稳定。 

 
 
3.7 非线性有限元程序 SRCS 

本章陈述了静动力分析积分算法的理论背景，包括荷载控制法、位移控制法、Newmark

法和 Wilson-θ 法。这些积分算法包含非线性分析的算法。这些积分法和算法已经存在于

OpenSees 的组件里，从而使得它可以进行非线性有限元分析。然而，它由于以下原因不能

进行 RC 平面应力结构的分析 
1) 对于 RC 平面应力单元，OpenSees 里没有合适的钢筋和混凝土单轴材料。OpenSees 已

有的钢筋和混凝土单轴模型分别是 Steel01 和 Concrete01.Steel01 和 Concrete01 的属性已

在 3.1 节中介绍。Steel01 未考虑混凝土中钢筋的弥散屈服应变和应力，卸载和重新加载

路径未考虑 Bauschinger 效应。Concrete01 未考虑垂直方向拉应变导致的压应变应力的

软化效应。Concrete01 忽略了混凝土的拉应力。 
2) OpenSees 没有 RC 平面应力材料。因此，不能对板、深梁和墙等 RC 平面应力结构进行

分析。 
3) 此外，OpenSees 的位移控制法仅能进行均位移增量的单调位移控制。需用周期往复加

载对位移控制进行修正。 
未进行 RC 平面应力结构的分析，本次研究向 OpenSees 系统添加了部分新的材料类别，

并更改了部分分析方法，接下来详细介绍调价和修改： 
创建并向 OpenSees 系统植入了单轴材料类别 SteelZ01，ConcreteZ01 和 ConcreteZ02。

3.1 节描述了这些材料模型。SteelZ01 需要 4 个输入参数：屈服应力、杨氏模量、混凝土抗

压强度以及配筋率。后两个参数用于计算混凝土中钢筋的弥散屈服应力应变。此外，确定卸

载和再加载路径形状的系数 A 和 R 为两个附加的输入参数，默认值为 1.9 和 10。ConcreteZ01

需要两个输入参数：极限抗压强度
'

cf 和对应的压应变 0ε 。ConcreteZ02 需要三个输入参数：

极限抗压强度
'

cf 和对应的压应变 0ε ，以及混凝土抗压杨氏模量。 

在 OpenSees 中加入创建的 2D 材料类 RCPlaneStress。RCPlaneStress 为使用 CSMM 的

钢筋混凝土平面应力材料的类。RCPlaneStress 中，采用 3.3 节推导的材料本构矩阵并计算应

力向量。使用 RCPlaneStress 材料的对象需要一下标签：创建钢筋和混凝土单轴对象 SteelZ01
和 ConcreteZ01，钢筋网格方向，各向配筋率。定义一个 RCPlaneStress 对象需要两个混凝土

单轴对象，分别代表混凝土的两个主应力方向。水平和垂直方向不需要钢筋，用户可随意定

义钢筋的夹角。钢筋方向也无需各向异性。现在用户可以在钢筋混凝土单元中定义 4 个方向

的钢筋。图 3.11 显示了加入 OpenSees 的 RCPlaneStress，图中省去了 ModelBuilder 和 Recorder
对象。RCPlaneStress 采用了四边形单元来表示 RC 平面应力 4 节点单元。RCPlaneStress 与

SteelZ01 和 ConcreteZ01 相关联，来去定材料切线本构矩阵并计算单元应力。对分析过程中

的每次位移增量，RCPlaneStress 接受单元应变值，并得到混凝土和钢筋单轴应变，然后发

送混凝土单轴应变和垂直方向拉应变给两个混凝土单轴对象。受到单轴应变和相应的拉应变

之后，混凝土对象可以计算切线刚度和应力，并把值返回给 RCPlaneStress 对象。类似的，

RCPlaneStress 会发送钢筋单轴应变给钢筋单轴对象，并从相关的钢筋单轴对象接收切线刚

度和应力。得到混凝土和钢筋的单轴刚度和应力后，可以得出切线刚度阵和应力向量。如图

3.9，使用迭代过程得到收敛的材料本构矩阵和给定应变向量下的应力向量。 



 
图 3.11 加入 OpenSees 的 RCPlaneStress 模块 

同时，把 OpenSees 的位移控制法修正为随机位移路径。用户可以定义节点自由度的位

移路径，节点的响应对求解起控制作用。位移法路径的位移增量可以不同。非线性分析中改

变位移增量的大小可以克服一些数值问题。 
另外，为解决或避免非线性问题分析中的数值问题，修正了一些类（class）。比如，修

正了收敛校核的分析模型。不使用对所有的增量给定一个最大的迭代数，用户可以再位移控

制过程中对不同路径给出不同的最大迭代数。对可能产生数值问题的特定路径中可以增加最

大迭代数，而其他的位移路径则可以定义较少的迭代数以节省时间。 
在 OpenSees 中添加完新的材料模型和修改相关已有类之后，采用 OpenSees 作为有限元体系

开发出名为 SRCS（钢筋混凝土结构模拟）的有限元程序。该程序可以对静力、周期往复和

动力荷载下的钢筋混凝土结构进行非线性有限元分析。第 4 章通过板、框架剪力墙和桥墩的

分析与实验对比，证明程序的真实性。在第 5、6 章中，用该程序对 RC 剪力墙在周期往复

何在和地震作用下的响应进行预测。 
附录 B 显示了两个 SRCS 输入文件的例子。一个为 4.3 节中描述的框架剪力墙 FSW6 的

周期往复分析，另一个是 6.4 节中描述的剪力墙 ST4 在地震作用下的动力分析。 
通过使用 SRCS 对 RC 平面应力结构的非线性有限元分析，可以得出一下结论： 
1) 划分大小： 

由于 CSMM 为完全弥散裂缝模型，开裂钢筋混凝土的有限元模型为连续模型。因此，

更细的单元划分并不一定能得出更精确的解。 
为检验有限元分析中合适的单元大小，RC 剪力墙 FSE6 采用了不同大小的单元划分 



。分析结果如图 3.12. 

 
图 3.12 剪力墙采用不同有限元单元划分的分析结果 

从图 3.12 分析曲线可以看出，仅使用 1 个墙元的结果远比使用 4、9 和 25 个墙元的结

果要高。4 墙元的预测结果比 9、25 墙元稍大，而 9 墙元和 25 墙元的分析曲线几乎一致。 
通过使用弥散裂缝模型对剪力墙进行有限元分析，Okamura 和 Maekawa（1991）观察到随

着单元的增加，分析曲线迅速收敛。为节省宝贵的计算时间，SRCS 程序中 RC 平面应力单

元使用相对较少的单元数量即可得到精确的结果。 
2) 非线性求解 

相比完全 Newton-Raphson 法和修正 Newton-Raphson 法等其他算法，（Carlson and Miller 
1998）发现使用“Krylov 子空间”及速度的修正 Newto-Raphson 法能更快和更稳定的收敛。 
3) 数值问题 

非线性有限元分析中可能会遇到数值问题，特别在周期往复分析中。大多数情况下可以

通过改变算法、增量大小或增加迭代次数等方法解决这些数值问题。 
 
                                                     （本章 Trans by 吴爽） 
 


