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摘要: 介绍了图解静力学和绘制桁架轴力线图的方法，基于面向对象方法编写绘制桁架结构轴力线图的优化程

序，为了得到稳定的轴力线图，采用基于杆系有限元方法先计算轴力，再通过拓扑关系绘制轴力线图。在计算过程

中计算并实时显示虚功代表值，有利于工程师通过调整桁架形状实时进行找形优化。结合算例描述基于图解静力

法对桁架进行结构优化的计算过程。最后通过一个工程算例展示基于图解静力法对桁架结构进行优化的有效性。
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Abstract: Graphic statics and a method of drawing axial force diagram of truss was introduced; the optimization program to
draw axial force diagram of truss structure was developed based on an object-oriented method． To obtain stable axial force
diagram，axial force was calculated firstly using finite element method based on bar system，and axial force diagram was
drawn through topological relations． Virtual work representative value was calculated and displayed in real time in program
calculation，which allows engineers to optimize the truss shape in real time． A calculation example was shown to
demonstrate the calculation procedure of truss structure optimization based on graphic statics． Finally，an analysis of
engineering example was used to exhibit the effectiveness of truss structure optimization based on graphic statics．
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0 引言

图解静力法作为结构力学早期主要的手算方

法在很早之前就得到广泛应用。卡尔库曼发表的

著作《图解静力学》［1］详细阐述了图解静力学相关

理论。现代结构力学计算基本上依靠基于有限元

理论的计算机程序实现，图解静力学作为求解内力

的计算方法并不具备优势，但最近的研究及工程应

用表明，图解静力法在钢桁架结构或高层结构［2-3］、
框架结构［4-5］、结构材料［6］、铰接支撑结构［7］的找形

优化设计当中得到了较好的应用，对建筑及结构的

找形分析提供了有价值的指导［8］。图解静力法已
经被应用在一些结构设计工程实例中［9］。目前被

广泛使用的结构分析程序如 ETABS，YJK 等并不具

备该计算功能。本文通过自编程序实现该部分功

能，并通过二次开发可导入 ETABS /SAP2000 进行

结构后续分析。
1 图解静力学理论方法

由三角形组成的桁架结构体系，构件的轴力基

本上可以由构件之间的几何关系求得，其轴力矢量

的和为 0，这是桁架图解静力法的基本解题思路。
以图 1 的桁架结构为例，首先把桁架划分为多个三

角形面域，然后采用外力与支座反力作为力边界条

件，把桁架刚片划为 A～ E 的内力分隔区，最终根据

节点的力平衡条件，把桁架的立面图转化为轴力线

图，如图 2 所示。如空腹桁架结构体系，由四边形构

成并不具备三角形面域，也可以通过增加对角线的

方法划分三角形面域，划分后产生的三角形的桁架

的轴力线图也能代表空腹桁架的受力情况［10］。

图 1 桁架立面图与三角形编号
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图 2 中的关键点①～⑥则代表图 1 中的三角形

①～⑥，这些点称为三角形代表点，点与点的连线内

力为 2 个相邻三角形共边的杆件的轴力矢量，线长

度代表轴力值，方向代表轴力的矢量方向。基于每

个三角形代表点，可作该三角形面域的杆件的轴力

矢量，得到最终的轴力线求解图，最后形成封闭的

矢量环。上述就是采用图解静力法求解全部桁架

构件轴力的过程。

图 2 图解静力法得到的轴力线图

桁架的轴力线求解图对桁架结构进行找形优

化具有良好的指导意义，目前商用结构分析程序缺

少该部分功能，因此本文通过编程实现轴力线图绘

制并计算桁架虚功总代表值，用于评估每一步找形

优化的效果。
基于图解静力法的桁架优化方法: 通过对桁架

节点的移动位置进行找形，使桁架的总虚功达到较

小值，达到结构优化的目标，找形优化的方法分以

下 3 种: 1) 改变桁架腹杆的方向，达到中心分布型;

2) 修改上弦与下弦的曲线形状，如形成鱼腹形桁

架; 3) 改变桁架区格的疏密情况。通过程序按照图

3 的方法，即可得到较优化的桁架体系。在这个过

程中，图解法的轴力线图帮助工程师在桁架找形过

程中得到每步调整桁架节点的策略。

图 3 基于图解静力法找形的方法流程图

2 图解静力学的轴力线图绘制程序开发

通过结合虚功原理，移动节点对桁架进行找

形，节点移动方案具备较多的随机性，为了较好地

掌握实现桁架找形规律，可借助图解静力法的轴力

线图。本文通过编程实现桁架内力分析、绘制轴力

线图及计算虚功代表值同步进行，让工程师可借助

轴力线图实现桁架找形。图解静力法的轴力线图

的程序基于构件的几何关系直接求解［10-11］，对于小

规模的桁架，通过图解静力法得出桁架内力较为方

便，但对于节点较多且同一节点相接构件较多的情

况，容易出现判断出错且循环次数较多的情况［12］。
为了准备并高效得到轴力线图，本文采用的方法是

基于杆系有限元方法来直接生成轴力线图。主要

的编程采用 Delphi 程序基于面向对象方法进行编

写，具体流程如图 4 所示。

图 4 图解静力法的轴力线图绘制程序流程图

图 5 桁架结构的杆件编号

桁架结构模型是通过 ETABS 或 SAP2000 进行

建模，再把建好的模型导入自编程序当中，程序首

先进行杆系有限元的结构分析，通过计算得到杆件

的轴力; 然后基于轴力结果，计算得到全部三角形

代表点的坐标; 最后从代表点延展相关杆件轴力矢

量得到整个轴力线图。
以图 1 为例，桁架的杆件编号如图 5 所示。三

角形坐标点以①作为初始点，首先三角形①与②共

边的构件为竖杆( 8) ，由于竖杆的轴力为 0，所以三

角形①与②共点，②与③共线的为斜杆 ( 9) ，通过
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( 9) 的轴力矢量得到三角形③代表点坐标，以此类

推，得到各个三角形代表点。求解顺序为①→⑥，

如图 6 所示。得到全部三角形代表点后延展三角形

三边杆件的轴力矢量，得到轴力线图。桁架立面杆

件轴力与力线图中的轴力矢量的对应关系如图 7
所示。

图 6 桁架结构

三角形代表点的

求解顺序

图 7 桁架三角形

与周边杆件轴力与

轴力线图对应关系

图解静力法优化程序的界面如图 8 所示，左侧

图为图解静力学的轴力线图，右图为桁架立面图。
程序可以对全部桁架节点进行偏移，可实时更新得

到内力求解图，并采用以下公式［10］实时计算得到桁

架的虚功代表值 Energy ，通过虚功代表值的变化趋

势评估节点偏移前后桁架是否得到优化，最终目标

是使结构的虚功代表值达到最小值。

Energy =∑ Pi ·Li

式中: Pi 为每个杆件的轴力值; Li 为杆件的长度。

图 8 图解静力法优化程序的界面

3 程序验证与算例分析

以图 9 的桁架结构为例介绍采用图解静力法程

序进行桁架优化的过程。桁架跨度为 18m、高度为

3m，两端支座为铰支座，所有杆件采用圆钢管 φ200×
20，总用钢量约为 7. 32t。采用程序对桁架进行找形

分析，分析所得到轴力线图与桁架形状如表 1 所示。
4 个模型对应的虚功代表值如表 2 所示，通过虚功

代表值表示形状 1 变化到形状 4，体系的性能提高，

总虚功变小。

图 9 算例桁架结构简图

表 1 轴力线图与桁架形状
编号 桁架形状 轴力线图

1

2

3

4

表 2 不同桁架形状的虚功代表值
桁架形状 虚功代表值 相对值

1 1. 905 0×107 1. 00 0
2 1. 467 5×107 0. 77 0
3 1. 332 4×107 0. 69 9
4 1. 253 2×107 0. 65 8

从轴力线分析可知，原结构的主要轴力线相互

平行，线长度的绝对值之和代表虚功，主要力线相

互平行代表线长度总和较大，虚功较大。要减小总

虚功的优化方法是尽量压缩力线图的高度，最终的

优化结果为形状 4，主要轴力线被压缩并呈现放射

线的形状，代表总虚功减小。经 SAP2000 的分析可

得，在同等用钢量的前提下，形状 1 的跨中竖向位移

为 6. 247mm，形状 4 的跨中竖向位移为 2. 930mm，

形状 4 的桁架在同等用钢量的前提下具备更好的结

构刚度。
4 工程应用分析

现代的高层办公楼建筑的塔冠越来越多采用

钢桁架构件，用于支承玻璃幕墙抵抗风荷载。在风

荷载较大的地区，钢桁架的截面尺寸往往由风荷载

作用下的变形控制。本文以一钢桁架的设计为例，

如图 10 所示，桁架的高度为 24m、深度为 1. 5m，在

12m 高度处有侧向支撑连接核心筒，通过图解静力

法优化桁架结构，使桁架结构在同等用钢量的情况

下，顶部变形最小，满足 1 /500 的要求。
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图 10 钢桁架立面图与变深度部位

采用本文编制的图解静力法对桁架进行优化，

控制变截面处桁架的深度尺寸值 d1 与 d2，通过程序

分析可知，第一阶段: 3 个节点的深度 d2 达到 1m
时，虚功代表值达到较小值，如图 11( a) 所示; 第二

阶段: 通过偏移跨中支座节点，桁架深度 d1 达到

2. 2m 时，虚功代表值达到最小值，如图 11( b) 所示，

通过该 方 法 最 终 确 定 塔 玻 璃 幕 墙 的 形 状 ( 图 12
( b) ) 。从图 13 分析可知，第一阶段调整跨中 3 个

节点时，压缩轴力线空间达到一定程度，第二阶段

调整调中节点，基本上把大部分的三角形代表点调

整至同一直线，桁架的虚功达到最小值，代表采用

该形状 下 的 钢 桁 架 在 同 等 用 钢 量 的 情 况 下 刚 度

最大。

图 11 虚功代表值与跨中桁架深度的关系

图 12 钢桁架结构找形图

图 13 钢桁架结构的轴力线图

通过 SAP2000 对不同变深度的桁架方案进行

建模分析，如图 14 所示。方案 1 为原方案钢桁架

( φ176×8) ，方案 2 为变深度桁架( φ150×8) ，最大深

度为 5. 3m，方案 3 为图解静力法虚功代表值最小的

方案，最大深度为 3. 7m ( φ160×8) 。3 个方案的用

钢量相等。经 ETABS 分析得到 3 个方案的顶部变

形值分别为 71. 20、44. 71、39. 20mm。方案 3 达在风

荷载作用下的变形最小，方案 2 表明桁架的局部加

深并不是越深越好，它存在一个最优解的取值。最

后采用方案 3 得到的塔冠的建筑三维效果如图 15
所示。

图 14 钢桁架结构的变形图

图 15 方案 3 的塔冠建筑三维效果图

经过分析表明，桁架图解静力法对桁架的优化

效率高且对结构工程师较为直观，配合虚功代表

值，结构工程师可以找出同等材料用量下的刚度较

优方案。该方法适用于单一工况或简单荷载组合，

如恒载与活载组合下的结构优化，对于地震作用并

不适用。
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5 结论

由于高强钢材的应用推广，越来越多的桁架结

构由原来的承载力控制变成刚度控制，如转换桁架

及抗风桁架等，提高钢桁架的结构效能变得越来越

重要，其中图解静力法、虚功原理及拓扑优化等优

化方法被广泛使用。
本文基于图解静力法编制的桁架优化程序可

绘制轴力线图、实时计算虚功代表值，协助工程师

更好地进行桁架结构的找形分析，并可将优化后的

结构导入 SAP2000 等结构程序进行后续分析。以

某高层建筑塔冠抗风桁架为例，使用本程序优化

后，在不增加材料用量的前提下结构变形可减小

45%，证明了本程序的有效性。此外，需注意: 该方

法仅适用于单一工况或简单荷载组合，且并非单调

增加局部位置的桁架深度就能获得更有解，工程师

应基于找形分析的结果和虚功代表值，选取符合建

筑效果的结构布置方案。
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